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NOTICE HISTORIQUE 


Des Travaux des Géomètres sur la Mécanique céleste, et 
nouvelles Recherches sur le Système du Monde. 


J’ar annoncé au commencement de ce Traité , que je le terminerais par 
une Notice historique des travaux des géomètres sur la Mécanique 
céleste. Je vais ici remplir cet engagement. Mais ayant fait depuis 
l'impression des volumes précédens de cet Ouvrage, de nouvelles 
recherches sur divers points de la Mécanique céleste, recherches que 
j'ai publiées dans les Mémoires de l’Institut et dans le Recueil. de la 
Connaissance des Tems; j'ai pensé qu'il serait utile de les réunir à la 
suite des notices historiques sur chaque objet. Je vais commencer par 
‘a figure et la rotation de la Terre. 


MÉcax. céÉz. 7'ome F. L 
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LIVRE XI. 


DE LA FIGURE ET DE LA ROTATION DE LA TERRE, 
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Notice fustorique des travaux des Géomètres sur cet objet. 


J E ne parlerai dans. cette notice, queides recherchesisur la théorie 
mathématique de la Terre. On ne peut alors remonter qu'à Newton, 
fondateur de cette théorie qu'il publia sur la fin de 1687, dans ses 
Principes mathématiques de la Philosophie naturelle. Ce grand géo- 
mètre y considère la Terre comme une masse fluide Rates do 
d'un mouvement de rotation, et dont toutes les parties s attirent r'éCi- 
proquement au carré de la dixéhcé IL suppose ensuite que cette masse 
prend , dans l’état d'équilibre, la figure d’un ellipsoïde de révolution ; 
| et il Cherche ,: dans cette supposition ; le rapport de l'axe du pôle à 

celui de l'équateur. Pour cela, il conçoit deux colonnes fluides partant 
du centre, et aboutissant, l'iihe au pôle, et l'autre à l’équateur; et il 
obseive que les poids de ces deux colonnes doivent:se faire équilibre. 
Si l’on imagine l’éllipsoïde, divisé en couches infiniment mincesiet 
semblables ; a gravité (je nomme ainsi la résultante de toutes les forces 
attractives ), sera aux pôles de ces couches, proportionnelle à leurs 
pes SU axes ; car- Newton établit cette proposition-remarquable, savoir : 
qu'un point placé danÿ ‘un elhpsoïde creux, dont les deux surfaces 
intérieure et extérieure sont semblables et  nbiblenent situées, est 
également attiré de toutes parts. Ainsi, à la surface d’une couche 
terrestre, les couches supérieures n’ont aucune influence sur la gravité 
qui, par conséquent, est la même qu’au pôle de l'elhpsoïde terminé par 
la surface de cette couche. Or, 1l est facile de voir que la gravité des 
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points semblablement situés sur les surfaces de deux corps homogènes, 
semblables et de même densité, est proportionnelle aux dimensions 
linéaires et semblables de ces corps. Cela résulte de ce que l'attraction 
étant égale à la masse divisée par le carré de la distance, elle n’est que 
d’une dimension relativement à l’étendue. Dé là il suit que le poïds de 
la colonne du pôle , étant la somme des gravités aux surfaces des diverses 
couches, 1 ést égal au! produit de la pesantéur au pôle; par la moitié 
de la longueur de cette colonne ,'ou par le quart de l'axe du pôle. Un 
räisonnement semblable fait voir que le poids de la colonne de l’équateui: 
est le produit de la pesanteur à l'équateur , par le quart du démi-axe: de 
l'équateur. Car la pesanteur à l’équateur est la gravité diminuée de la 
force centrifuge; et cette force diminue de la surface au centre, comme 
la gravité, c’est-à-dire proportionnellement à la distance à ce pomt. 
Aïnsi dans l’état d'équilibre, le produit de la gravité au pole, par l’axe 
du pôle ,<est égal au produit de la pesanteur à l’équateur, par Paxe 
de l'équateur. | | 

Pour avoir au pôle, la gravité qui, sur ce point, est la pesanteur même, 
Newton considère un ellipsoïde de révolution, dont l’axe de révolution 
contient 100 parties, et l’axe de l'équateur 101 ; ét il trouve au moyen 
des propositions qu'il établit sur la gravité aux pôles des sphéroïdes de 
révolution , que la gravité au pôle de cet ellipsoïde est à la gravité à la 
surface d’une sphère dont le diamètre est de 100 parties, comme 126 
est à 125. | 

Newton obtient de la manière suivante, la gravité à un point quel- 
conqueé À de l'équateur du même ellipsoïde: Il considère une sphère 
ayant le même centre que l’ellipsoïde, dont Îa surface passe par le 
point À , et dont le diamètre est, par conséquent, de 101 parties; et il 
observe:que si l’on dimmue d’une partie, un des diamètres perpendi- 
culaifes à celui qui passe par le point À, de manière que ce diamètre 
ainsi diminué devienne axe d’un éllipsoïdé dé révolution, passänt par 
le même point; ce pomt sera uni point de l'équateur de cet ellipsoïde. 
Newton remarque ensuite, que si l’on diminue pareïllement d’une partie, 
le diamètre de la sphère, perpendiculaire aux-deux premiers; on aura un 
second ellipsoïde de révolution, dont A sera encore un point de l’équa- 
teur, Si l’on, fait varier à la fois les deux. derniers diamètres ; on aura un 
elipsoïde de révolution dont À sera le pôle , et dont l’axe de révolution 
aura 101 parties, l’axe de l’équateur n’en ayant que 100. Dans cet 
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ellipsoïde, la gravité au pôle est à la gravité à la surface de la sphère 
dont le diamètre est de 101 parties, comme 125 est à 126: Mais par la 
nature des variations très petites de deux quantités, la diminution de 
la gravité, due à la diminution simultanée des deux diamètres, est la 
somme des dimmutions de la gravité, lorsqu'on diminue le second 
diamètre sans diminuer le troisième, et lorsqu'on diminue le troisième, 
sans diminuer le second; et cette somme est le double de l’excès de la 
gravité à la surface de la sphère, dont le diamètre est de 101 parties, 
sur la gravité à l’équateur de l’ellipsoïde, dont l’axe de l'équateur étant 
de 101 parties, l’axe du pôle est de 100 partes. De là il est aisé de 


\ 1 1 TURC 
conclure que cet exces est AE de la gravité à la surface de cette 


sphère. Mais cette gravité est à la gravité à la surface de la sphère dont 
le diamètre est de 100 parties, comme ro1 est à 100 ; d’où Pon conclut 
que la gravité au pôle de l’ellipsoïde supposé primitivement, est à la 
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gravité à son équateur, comme 155 * 100 ‘ 6 “101, Ou, à trés peu 
près, comme oz est à 5oo. Désignons par @ le rapport de la force 
centrifuge à la gravité, à l’équateur ; les pesanteurs au pôle et à l’équa- 
teur de l’ellipsoïde seront donc dans le rapport de 501 à 5oo (1—@). 
Ces pesanteurs multiphées respectivement par les longueurs des colonnes 
fluides, ou par 100 et 101, sont proportionnelles aux poids de ces 
colonnes. Ainsi, pour l'égalité de ces poids, ou pour l’équiibre, le 
produit de 5or par 100, doit égaler le produit de 500.(1 —©) par 101; 


ce qui donne à fort peu près @ égal à Le ou égal à à de Paplatis- 
sement — de l’ellipsoïde. L’aplatissement d’un ellipsoïde quelconque 
100 


‘ . 1 . 2. L4 f LA 5 
‘très peu différent de la sphère, est donc généralement égal à - du 


# 
rapport de la force centrifugé à la gravité à l’équateur ; et comme pour 


1 . r ® (4 \ 1 
la Terre, ce rapport est ——, il en résulte un aplatissement égal à —-, 
289 230 


en sorte que les axes du pôle et de l’équateur sont à fort peu près dans 
le rapport de 229 à 230. Les pesanteurs à ces points sont, comme on 
la vu, réciproques à ces axes; elles sont donc dans le rapport de 
230 à 229. Newton suppose que de l’équateur aux pôles, la pesanteur 
croît comme le carré du sinus de la latitude. 
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T'el est le premier pas que l’on a fait dans la théorie mathématique 
de la figure de. la Terre. IL laissait, sans doute, beaucoup à désirer. 
Newton suppose, sans le démontrer, que là figure elliptique convient à 
l'équilibre d’une masse fluide homogène tournant sur un axe. Il suppose 
encore, sans démonstration, que la pesanteur à la surface, augmente de 
l'équateur aux pôles, comme.le carré du sinus de la latitude. Enfin, 1l 
regarde la Terre comme homogène ; ce qui est contraire aux observations 
qui prouvent incontestablement que les densités des couches du sphéroïde 
terrestre croissent dé la surface au centre. Malgré ces imperfections, ce 
premier pas doit paraître immense ; si l’on considère l'importance et la 
nouveauté des propositions que l’auteur établit sur les attractions des 
sphères et des sphéroïdes , et la difficulté de la matière. 

Environ deux'ans après là publication du livre des Principes matlié- 
matiques de la Philosophie naturelle, Huygens traita le même sujet, 
dans un Appendice: à-sa Dissertation sur la cause de la”’gravité. Il 
n’admet point l'attraction de molécule à molécule, et il suppose que 
chaque molécule d’une masse fluide homogène, tournant'sur un axe, 
tend vers le centre de-‘gravité de cette masse, en raison inverse du carré 
de sa distance à ce point. Le'problème de la figure de cette masse 
présente alors beaucoup moins de difficultés. En combinant la force 
centrifuge avec la tendance vers’ le centre, Huygens détermine les 
longueurs que deux colonnes fluides partant du centre et aboutissant à 
la surface doivent avoir pour se faire équilibre ; et il trouve pour la 
figure du méridien, une courbe du quatrième ordre, qui, lorsqu'on 
suppose très petit, le rapport @: de la force centrifuge à la pesanteur à 
l'équateur, devient une ellipse dont le petit axe étant représenté par 


AE + 1 . À 
l'unité, le grand axe est 1 + =. Il trouve ensuite que la pesanteur croît 


de l'équateur aux pôles, proportionnellemént au carré du sinus de la 
latitude, et de manière que la pesanteur étant supposée 1 à l’équateur, 
elle est. 1 + 29: aux pôles. On vient de voir que dans la théorie de 


Newton, les axes et les pesanteurs sont dans le rapport de 1 à 1 +. ® ; 


ce qui est bien différent des résultats d'Huygens. Mais il est remarquable 
que dans ces deux théories, la somme de l’ellipticité et de l’excès de la 
pesanteur au pôle, sur la pesanteur à l’équateur, prise pour unité, soit; 


À A / \ 5 ’ “ . - ’ 
la même et égale à ; ?: La théorie d’Huygens revient à considérer la 
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Terre comme un sphéroïde composé de couches infinimenträres de la 
surfacé au centre, et. d’une densité infinie , infiniment près du centre: 
ce qui donné la limite de l’aplatissement;, lorsqu'on: sitppose les densités 
dé couches, croissanités dela surfacerau:centré. La théorie de Newton 
donné l'autre limite de l’aplatissement: dans la même süpposition: C’est 


| sl 1 5 RENE 
donc entre les limites -® et -® que doit être l’aplatissement de la 


ñ 
Terre;et. c’est, en effet, ce qui résulte. des observations: 

On ñ’ajouta rien à la! théorie de Newton, jusqu’en: 1737. Clairaut 
prouva dans les Transactions philosophiques de cette année! que les-sup- 
positions sur lesquelles Newton avait fondé sa théorie, étaient; exactes: 
Il fit voir que la figure elhiptique satisfait à l'équilibre d’une masse-fluide 
homogène ; peu.différente d’me sphère; et tournant:sur-un'axe;.et qu’à 
la surface. de .cetté masse. la pesanteur, croît proportionnellement au 
carré, du sinus de la, latitude. Académie: des Sciencés. proposa pour le 
sujet du prix qu’elle.devait décerner en 1740, la Théorie du flux et du 
reflux.de la .mer.. Parmi les pièces qüi partagèrent lé prix, celle de Ma- 
claurin est: la, plus, remarquable par l'importance ét par la beauté: des 
résultats sur les attractions, des sphéroïdes elliptiques ‘de révolution. 
L'auteur y démontre que la figure.elliptiquesatisfaitrigoureusement à 
l'équilibre d’un e masse fluide homogène douée d’un mouvement de:ro- 
tation, en prenant pour condition. de l’équilibre;, celle de l'équilibre du 
fluide dans un: canal intérieur de figure quelconque, et aboutissant, par 
ses extrémités , à la surface. Il détermine l’attraction à la surface de cette 
masse, et en la combinant avec la! force centrifuge, il parvient à ce 
théorème ;. savoir que si, d’un point quelconque.de la surface, on.abaisse 
une perpendiculaire que l’on prolonge jusqu’au plan de lPéquateur ; la 
pesanteur à ce point, sera proportionnelle à cette perpendiculaire, et 
je rayon de courbure sera proportionnel au cube de la même! ligne 
Enfin:, il.obtient paruné équation transcendante, le-rapport des axes 
dès pôles ét de Pécuateur. La méthode suivie par l’auteur est purement 
géométrique; et.ce morceau de synthèse peut être comparé à ce que 
les anciens géomètres nous ont laissé de plus parfait, et à Pouvrage 
d'Huygens de Horologio oscillatorio. 

Clairaüt publia en 1743, son ouvrage sur la Théorie de la figure de Ia 
Ferre. I ÿ donne les équations générales jusqu’alorsinconnues, de l’é- 
quilibré des fluides soit hontogènés, soit hétérogènes ; ou composés d’ur 
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nombre quelconque de fluides, quelles que soient-les forces qui.animent 
chacune .de leurs molécules, et.en supposant entre ces molécules une 
attraction mutuelle suivant une loi quelconque. Appliquant enstite ces 
équations: 2 à la Terre, en la supposant formée d’une ou de plusieurs et 
même d’une infinité de fluides , tous circulant autour d’un même axe, ïl 
prouve, que Ja figure RAA satisfait. à l'équilibre des couches deni- 
veau, lorsque leur figure..est. peu.différente de da formé sphérique ;.etal 
détermine les-ellipticités de tes couches, et la loi, de la pesanteur’ à la 
surfacé de la.couche:extérieure.'Il parvient aux expressions des mêmes 
quantités, dans le. cas général où la Terre serait formée d’un noyau 
elliptique recouvert d’un ou de plusieurs fluides, le.noyau étant !lui- 
même formé de Gpucies. elliptiques dontiles figures. et les densités va- 
rient du centre à la suface; et il est:conduit à ce résultat remarquable, 
savoir, que si l’on nomme E lellipucité de la Terre, ou l’excès de l’axe 
de l'équateur sur celui des pôles pris pour unité; si l’on désigne par C 
l'excès de la pesanteur aux pôles sur la pesanteur à l’équateur prise pour 
unité de pesanteur; enfin, si l’on: exprime par ®: le rapport de la force 
centrifuge. à l'équateur, à l’umité de pesanteur ; la somme EC, dans 
toutes les hypothèses que l’on peut faire sur la constitution intérieure 


5 : 
de la Terre, est constante et égale à = Pi: l'accroissement: de la pesan- 


teur de l’équateur aux pôles, est le produit de C par le carré du sinus 
de la latitude. L'importance de tous ces résultats et l’élégance avec la- 
quelle ils sont présentés, placent cet ouv rage au rang des plus belles 
productions mathématiques. 

Clairaut y expose une théorie de l’action capillaire ; mais cette fhégrie 
me paraît msignifiante. En concevant un tuyau cylindrique d’un très 
petit diamètre intérieur, plongé verticalement dans un fluide par son 
extrémité inférieure, il analyse toutes les forces dont la colonne infi- 
nimént petite du fluide, passant par l’axe du tube, est animée, en sup- 
posant une attraction des molécules du tube sur celles du fluide, et des 
molécules fluides sur elles-mêmes ; la loi d'attraction étant la même dans 
les deux cas relativement à la distance, mais pouvant différer d’inten- 
sité. Clairaut remarque ensuite, que parmi toutes les lois possibles d’at- 
traction, 1l doit y en avoir une ou plusieurs qui donnent, conformément 
à l'expérience, Vélévation du fluide dans le tube, réciproque au dia- 
mêtre intérieur du tube ; mais la difficulté du problème, consiste à dé- 
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terminer ces lois. C’est ce que j'ai fait dans ma Théorie de l’action capil- 
laire de laquelle il résulte que toutes les lois d'attraction , qui la rendent 
insensible à des distances sensibles, satisfont à l’expérience, et sont les 
seules qui puissent ÿ satisfaire. Mais Clairaut était d’autant plus éloigné 
de ce résultat , qu’il supposait au contraire que l’attraction du tube sur 
le fluide est sensible sur les molécules fluides placées dans l’axe. ILa, 
cependant, été conduit par cette fausse supposition, à ce résultat dont 
j'ai fait voir l'exactitude, savoir, que le fluide sera toujours élevé dans le 
tube au-dessus du niveau, tant que le double de l'intensité de l’at- 
traction des molécules du tube sur celle du fluide surpassera l’intensité 
de l'attraction des molécules fluides sur elles-mêmes. Ce n’est pas le 
seul exemple de suppositions fausses, ayant conduit à des vérités ; mais 
la découverte d’une vérité n'appartient qu’à celui qui le premier la dé- 
montre. | : 

La méthode que Clairaut a suivie dans sa Théorie de Ia figure de la 
Terre, quoique {ort élégante, est limitée aux elhpsoïdes de révolution. 
D’Alembert dans ses Recherches sur le système du monde, publiées en 
1754 et 1756, traita cet objet d’üne manière beaucoup plus générale: 
Il détermina les attractions d’un sphéroïde trés peu différent de la sphère 
et dont l’équation de la surface est algébrique, et d’un ordre quel- 
conque, en le supposant même formé de couches de diverses densités ; 
et il en conclut que la figure que ces couches doivent prendre peut sa- 
tisfaire à la condition générale de leur équilibre, lorsqu'elles sont 
fluides et douées d’un mouvement de rotation. Cette condition est que 
la pesanteur soit perpendiculaire à la surface de chaque couche de ni- 
veau. D’Alembert employait une autre condition dont Lagrange a fait 
voir l'identité avec la précédente. Les recherches de d’Alembert, quoi- 
que générales, manquent de la clarté si nécessaire dans les calculs com- 
pliqués. Elles laissaient surtout à désirer la connaissance des rapports 
généraux et simples qui doivent exister entre la figure des sphéroïdes 
et leurs attractions. Ces rapports des grandeurs génératrices aux résul- 
tats qui,en dérivent, n’intéressent pas moins les géomètres, que les so- 
lutions des problèmes | 

La grande supériorité de l’analyse sur la synthèse se fait principale- 
ment sentir dans.les questions difficiles. du système du monde, questions 
pour la plupart inaccessibles à la synthèse. Mais le problème des attrac- 
tions des ellipsoïdes de révolution, résolu avec tant d'élégance, par 
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Maclaurin,; suivant la métliode synthétique, donnäit à cette méthode, 

un avantage sur: laualyse} que l’on devait s’empressét d’autänt plus de 
faire disparaitce, qu'il étaitnaturel d'attendre de l’application dé l’ana- 
lyse à cet objet, non-seulement un moyen .plus simple” d'obtenir les 
résultats de Maclaurin, mais encore une théorie complète des'atiractions 
de ce genre de sphéroïdes. Cest.,en effet. ce qui est arrivé. Dans les 
Mémoires de. l'Académie .des- Sciences de Berlin, ‘pour année 1773, 
Lagrange, par. une transformation, heureuse des ‘coordonnées ,: est 
parvenu analytiquemént.et,de da:rmanière:la plus simple, aux résultats 
de Maclaurin : il iles a-étéendus à dés ellipsoïdes quelconques ; let il en a 
déduit ce. théorème. qué Maclaurin- n'avait: fait qu'énoncer, et que 
d’Alembert a démontré le premier, savoir, que l'attraction d’un ellip- 
soïde quelconque surun point placé dans lé prolongement d’un de ses 
axes est à l'attraction d’un sphéroïde qui aurait le même centre et les 
mêmes foyers, et.qui passerait par le:point attiré ,:comme la masse du 
premier sphéroïde est.à la masse du second: I restait, pour compléter 
cette. théorie, à déterminer. l'attraction d’un:ellipsoïde sur un point 
quelconque placé au dehors. M. Legendre;-dans le tome X des Savans 
étrangers , l’a fait à l'égard. des ellipsoïdes ‘de révolution , par une 
analyse ingénieuse et savante qui donne pour tous les sphéroïdes de 
révolution , un rapport très simple, entre leur attraction sur:un point 
placé dans le prolongement de leur axe de révolution ; et leur attraction 
sur un point placé dans le prolongement d’un rayon quelconque ; à la 
même distance du centre. Relativement aux elhipsoïdes de révolution 

ce rapport fait voir que le quotient de l'attraction sur un point quel- 
conque extérieur, divisée par la masse, est le même pour tous les 
ellipsoïdes de révolution qui ont le même centre et les mêmes foyers ; 
et comme fattraction à la surface est donnée par les théorèmes de 
Maclaurin ; 1l ne s’agit, pour avoir l'attraction sur un point quelconque 
au dehors, que de faire passer par ce point un deces ellipsoïdes ; ce qui 
est facile. [Il était naturel d'étendre ce résultat, aux ellipsoïdes qui ne 
sont pas de révolution. Maïs sa démonstration présentait beaucoup de 
difficultés. Je l’ai donnée le premier, dans un ouvrage sur la Théorie 
du mouvement elliptique et de la figure des planètes, qui parut en 1784, 
et dans mon Traité de Mécanique céleste. Ayant établi un rapport 
général entre les attractions d’un sphéroïde sur un point quelconque 
extérieur, et ses attractions sur les points placés dans le prolongement 
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d’un de ses axes, ét.daxs le plan perpendiculaire à cet axé; j'en ai 
déduit une notivelle démonstration -du résultat dont! il s’agit. Enfin, 
M. Ivort. est; païvenut! ah même; résultat ar une transformation très 
heureuse dés cobrdônnéés,, sans recouriraux séries. Tel a été le progrès 
des recherches par lesquelles les géomètres sont phrvénus à une théorie 
Fan piee des attractions des, elipsoïdes. ” 

Maclaunin à fat voirrqu'une masse fluide homogène, tournant autour 
d’un, axe, pouvait étre rigoureusement. ‘en éuilibres avec une figure 
RE ns Mais !ya-t-il d’autres figures 4? équilibre, lorsque le sphié 
roïde tést:très peu différent de la sphère ? J'ai prouvé} sans connaître 

sa figure, .que là pesanteur à sa: surface suit la même loi que si ‘cette 
figure était celle. d’un elipsoïde de révolution. M. Eesendre à fait voir 
ensuite qüe s1la fgure est de révolution, ellé doit, pour l'équilibre, 
être elhptique;sêt J'ai reconnu ;que cela est exact, sans supposer une 
figure. de révolution. Mais d’Alembert. à prouvé que plusieurs figures 
elliptiques d’équihbre DES ULE à une même durée de rotation. 
J'ai démontré -énisuite qu'il n’y ën a que deux; et Jai détermmeé la 
limite de la durée de rotation que la masse peut avoir sans se dissiper. 
Mais le véritable problème à résoudre, consiste à détermimer la figure 
qu'uné masse fluide doit prendre, lorsque ses molécules ayant été pri- 
mitivement animées de forces quelconques , elles parviennent, à Ia 
longue, par leur frottement mutuel et par leur ténacité, à un état fixe 
d'équilibre. J'ai fait voir dans lé troisième livre de la Mécanique céleste, 
que le fluide finit par prendre la figure d’un ellipsoïide de révolution 
dont l’équateur est.le plan primitif du na imum des aires déêrites par 
chaque molécule autour du-centre de gravité de la masse. Le mouvement 
de rotation, ainsi que les axes de l’ellipéoide de révolution, sont déter- 
minés par dé 7natimum : il y a loujours une fisuré possible d'équilibre, 
et il n°ÿ en a qu’une. 

Enfin , j'ai donné dans les Mémoires de l’Académie des Scientes, pour 
l’année 4582, :ét dans le troisième livre de la Mécanique céleste, une 
théorie générale des attractions des sphéroïdes. La fonction qui exprime 
là soie des molécules :attirantes ‘divisées respectivement par leurs 
distances au point attiré, a l'avantage d'exprimer par ses différences 
partielles:, la résultante Ale ces attractions décoriposées suivant üne 
direction quelconque. J’ri reconnu à’ cette fonction, I4 propriété sui- 
vante : la somme-de ses trois différences partielles du Second ordre, 
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prises séparément par rapport a chacune des trois coordonnées réctun- 
gulaires du point ailiré;-est constamment égale à zéro: Cëtte équation 
fondamentale combinée avec uneéquation différentielle du premier 
ordre, à laquelle j'ai trouvé que la fonction dont 1 s’agit doit satisfaire , 
lorsque le point attiré-est à la surface d’un sphéroïde homogène très 
peu différent. dé {la sphère, m’a donné ‘par le dévélonpeient le plus 
facile, l'expression de l’attraction d’un ‘sphéroïde formé de couches 
solides ou fluides de densités quelconques, douées d’un même mouve- 
ment de rotation, et dont lesmolécules s’attirent réciproquement au carré 
de la. distance. Les rapports généraux et simples que cette expression 
donne.entre les attractonsiet la figure des sphéroïdes, m'ont directement 
conduit à déterminer la figure des couches fluides dans l’état d’équilibre, 
et la loi de’ la pesanieur à leur:surface. Ha féconüité de l’équation {on- 
damentale qui.sert de base à mon analyse, et qui se reproduit dans la 
théorie des fluides et dans celle de la chaleur, me porte à croire que les 
formules auxquelles je suis parvenu, sont les plus générales et les plus 
simples que lon puisse obtenir. | 

Voici maintenant le peus des nouvelles recherches que j'ai ajoutées 
aux précédentes, et que j'ai publiées dans les volumes de laConnaïssance 
des Tems et de Institut. | 

On voit par la Notice historique que je viens de donner des recherclies 
des géomètres.sur la figure de la Terre , qu'ils ont supposé le sphéroïde 
terrestre entièrement recouvert par la mer : mais ce fluide laissant à 
découvert, une partie considérable de ce sphéroïde ; ces recherches, 
malgré leur généralité, ne représentent-pas exactement la nature, et il 
est nécessaire de modifier les résultats obtenus dans l’hypothèse d’une 
inondation générale. A la vérité, la théorie mathématique de la figure 
de la Terre présente alors plus de difficultés; mais le progrès de analyse, 
surtout dans cette partie, fournit le moyen de les surmonter et de 
considérer les continens et les mers, tels que l'observation les présente. 
C'est l’objet de l'analyse suivante. Ense rapprochant ainsi de da nature, 
on.entrevoit les causes de plusieurs phénomènes importans que l'Histoire 
naturelle et la Géologie nous ‘offrent ; ice qui peut répandre un grand 
jour sur,.ces deux sciences, en :les Éniath et à à la théorie du Système du 
monde. Voici les principaux résultats de mon analyse. L'un des plus 
intéressans ‘est le théorème -suivant, qui établit icontestablement 
Thétérogénéité des couches du spHéroïe terrestre. 
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« SP la longueur du péndule:à secondes, observée sur in point 
» quelconque dela surfice du sphéroïde terrestre, on ajoute le produit 
» de celte longueur, par la moitié de la hauteur de ce point au-dessus 
» du niveau de l'Océan déterminée par l'observation du baromètre, et 
» divisée par le demi:axe du pôle; Paccroissement de cette longueur 
» ainsi corrigée sera, de! l'équateur aux pôles, dans l'hypothèse d’une 
». densité de la Terre ’,;:constantesau-dessous d’une profondeur peu-consi- 
» dérable, le.produit de cette longueur à l’équateur , par le carré du 
» sinus .de la latitude et par cinq, quarts du rapport de la force 
» centrifuge à la pesanteur à l’équateur, ou par:43dix-millièmes. » 

Ce théorème auquel j'ai été conduit par l'équation différentielle du 
premier ordre, qui .a lieu à la surface. des sphéroïdes homogènes peu 
différens de la sphère, et dont J'ai :parlé ci-dessus, est généralement 
vrai, quelles que soient la densité de la meret la maniëre dont elle 
recouvre en partie la. Terre. Il.est remarquable, en ce qu’il ne suppose 
point la connaïssance de la figure du sphéroïde terrestre, ni celle de la 
mer, qu'il serait impossible a obtenir. 

Les expériences du pendule, faites dans les deux hémisphères, s’ac- 
cordent à donner au carré du smus de la latitude, un eat plus 
grand que 43 dix-millièmes, et à fort peu près égal à 54 dix-millièmes 
de la longueur du pendule à l’équateur. Il est done bien prouvé par 
ces expériences, que la Terre n’est pont homogène dans son intérieur. 
On voit de plus, en les comparant à 3 l'analyse que les dénsités des 
couches terrestres vont en croissant de la surface au centre. 

La régularité avec laquelle-la variation observée des longueurs du 
pendule à secondes suit la loi du carré du sinus de la latitude, prouve 
que ces couches sont disposées’ régulièrement aütour du centre de 
gravité de la Terre, et que leur eo est à peu près elliptique et de 
révolution. 

L’eilipticité du sphéroïde terrestre peut être déterminée par la mesure 
des degrés du‘méridien. Les diverses mesures que l’on a faites, comparées 
deux à deux, donnent des.ellhipticités sensiblement différentes; en sorte 
que la variation des degrés ne suit pas aussi exactement que’celle de la 
pesanteur, la loi du carré du sinus de Ja:latitude. J’ai remarqué dans 
le troisième livre, que cela.:tient aux secondes différentielle du rayon 
terrestre ; que renferment les expressions des degrés du méridien ét'du 
rayon osculateur ; tandis que expression de la: pesanteur ne contient 
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que les premieres différentielles.de.ce rayon dont les petits écarts d’un 
rayon elliptique, s’accroïssent par les différentiations successives, Mais 
si l’on compare des degrés éloignés, tels que ceux de France et de 
l’équateur ; leurs anomalies doivent être peu sensibles sur léur différence ; 
et l’on trouve par cette comparaison, l’elhipticité du sphéroïde terrestre 
édalé he. 8 
D) A0 | | 

Mais. un moyen plus précis d’avoir cette ellipticité, consiste à com. 
parer. avec un grand nombre d’observations , deux inégalités lunaires 
dues à l’aplatissement de la Terre, l’une en longitude, et l’autre en 
latitude. Lorsque je parvins par'la théorie, aux expressions analytiques 
de ces deux inégalités; je priai successivement MM. Bouvard, Burg et 
Burckardt, de faire cette comparaison. Ils y ont employé plusieurs 
nulliers d'observations lunaires faites depuis Bradley jusqu’à nos jours. 


Les résultats de leurs calculs, s’accordent à donner l’aplatissement du 
1 


sphéroïde terréstre, à très peu près égal à ce; et Ce.qui est digne de 
remarque, chacune des deux inégalités conduit à ce résultat qui, comme 
on voit, diffère très peu de celui que donne la comparaison des degrés de 
France et de l’équateur. 

La densité de la mer n’étant qu’un cinquième à peu près, de la 
moyenne densité de la Terre; ce fluide doit avoir peu d’influence sur les 
variations des degrés et de la pesanteur , et sur les deux inégalités lunaires 
dont je viens de parler. Son influence est encore diminuée par la peti- 
tesse de sa profondeur moyenne que l’on prouve ainsi. En concevant 
le sphéroïde terrestre dépouillé de l’Océan, et supposant que dans cet 
état, sa surface devienne fluide, et soit en équihbre; on aura son 
elhpticité, par le théorème de Clairaut dont j'ai parlé ci-dessus, en 
retranchant de cinq fois la moitié du rapport de la force centrifuge À la 
pesanteur à l’équateur, le coefficient que les expériences donnent au 
carré du sinus de la latitude, dans l'expression de la longueur du pen- 
dule à secondes, cette longueur à l'équateur étant prise pour l’unité. On 


TA e de 
trouve par là —— pour l’aplatissement du sphéroïde terrestre. Le peu 


de différence de cet aplatissement, à ceux que donnent les mesures des 
degrés-terrestres et les inégalités lunaiïres, prouve que la surface de ce 
sphéroïde, serait à fort peu près celle de l'équilibre , si elle devenait 
fluide, De là, et de ce que la mer laisse à découvert de vastes continens, 
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on conclut qu'elle doït être peu profonde; etque sa profondeur moyenne 
et du anême ordre que la hauteur moÿetne dés contiñens et dés îles 
au-dessus dé sôn miveau, hauteur qui nesurpasse pas mille mètres. 
Cette profondeur «est donc une petite fraction de l’excès du rayon de 
l'équatèur sur célui-du pôle, excès quisurpasse vinigt mille mètres. Maïs 
de même que de hautes montagnes recouvrent quelques parties des 
continens, de même 1l peut y avoir de grandes cavités dans le ‘bassin 
des mers. Cependant, il est naturel de penser que leur profondeur est 
plus petite que l'élévation des hautes montagnes; les dépôts des fleuves 
et Les dépouilles des animaux marins, entraînés par les courans, devant 
remplir à la longue, tes cavités. 

Ge résultat est important pour l'Histoire nätutelle et pour la Géologie. 
On ne peut douter que la mer n’ait recouvert une grande partie de nos 
continens sur lesquels ellé a laissé des traces incontestables de son 
séjour. Les affaissemens successifs des îles d’alors et d’une partie des con- 
tinens, suivis d’affaissemens étendus du bassin des mers, qui ont découvert 
les parties précédemment submergées, paraissent indiqués par les divers 
phénomènes que. la surface. et les couches des continens actuels nous 
présentent. Pour expliquer ces affaissemens, il suflit de supposer plus 
d'énergie à des causes semblables à celles qui ont produit les affaisse- 
mens dont l’histoire a conservé. le souvenir. L’affaissement d’une partie 
du bassin.de la mer, er découvre une autre partie d’autant plus étendue 
que la mer est moins.profonde. Ainsi de vastes continens ont :pu ‘sortir 
de l’Océan sans de.srands changemens dans la figure du sphéroïde ter- 
restre. La propriété dont jouit cette figure, de différer peu de celle que 
prendrait sa surfacé en devenant fluide exige que l’abaissement du 
miveau de la mer, n’ait été qu'une-peüte fraction de la différence des 
deux axes du pôle et.de l’équateur: Toute hypothèse fondée :sur un 
déplacement considérable des pôles à la surface de.la Terre, doitrètre 
rejetée, comme incompabble avec la propriété dont je viens de parler. 
On avait imaginé ce déplacement pour expliquer Pexistence des éléphans 
dont on trouve les ossemens fossiles en si grande abondance dans les 
clnats du nord où les éléphans actuels ne pourraient pas vivre. Mais 
un éléphant que l’on suppose :avec vraisemblance ; contemporaïn du 
dernier cataclysme,-et que. l’ona trouvé dans une añasse-de-glace; bien 
conservé avec ses chairs et dont la peau-était récouverte d'une grande 
quantité de poils, a prouvé qué ‘celte ‘espèce d’éléphans rétait/garantie 
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par ce moyen, du froid des climats septentrionaux qu’elle pouvait habiter 
et même rechercher, La découverte de cet animal a done confirmé ce 
que la théorie.mathématique de la Terre nous apprend, savoir que dans 
les révolutions qui ont changé la surface de la Terre, et détruit plusieurs 
espèces d'animaux et, de végétaux , la figure du sphéroïde terrestre et 
la position de:son axe-de rotation sur sa surface, n’ont subi que de 
légères variations. 

Maintenant, quelle est la cause qui a donné aux couches du sphéroïde 
terrestre, des formes à très peu près elliptiques et de densités croïssantes 
de la surface au centre; qui les a disposées régulièrement autour de leur 
centre commun de gravité, et qui a rendu sa surface très peu différente 
de celle qu’elle.eût prise, si elle avait été primitivement fluide”? Si les 
diverses substances qui composent la Terre, ont eu primitivement, par 
l'effet d’une grande chaleur, l’état fluide; les plus denses ont dû se 
porter vers le centre: toutes:ont pris des formes elliptiques , et la surface 
a été en équiiibre, En se consolidant, ces couches n’ont changé que 
très peu de figure, et alors la Terre doit offrir présentement les phéno- 
mênes dont je viens de parler. Ce cas a été amplement discuté par les 
géomètres, Mais la Terre homogène dans le sens chimique, où formée 
d’une seule substance dans son intérieur , pourrait encore nous présenter 
ces phénomènes. On conçoit, en effet, que le poids immense des couches 
supérieures peut augmenier considérablement la densité des couches 
inférieures. Jusqu'ici les géomètres n’ont point fait entrer dans leurs 
recherches sur la figure de la Terre, la compressibilité des substances 
dont elle est formée; quoique Daniel Bernoulli, dans sa pièce sur Le flux 
et le reflux dela mer, eût déjà indiqué cette cause de l'accroissement 
de densité des couches du sphéroïde terrestre. J'ai pensé que l’on verrait 
avec quelque intérêt, l'analyse suivante de laquelle il suit qu'il est 
possible de satisfaire à tous les phénomènes connus, en $upposant la 
Terre formée d'une seule substance dans son intérieur. La loi des den- 
sités que la compression donne aux couches de cette substance, n’étant 
pas connue, on nepeut faire à cet égard , que des hypothèses. 

Onsait que la densité des gaz croît proportionnellemènt à leur com- 
pression, lorsque la température reste la même. Mais cette loi ne paraît 
pas convenir aux corps liquides et sohdes: 1l est naturel de penser que 
ces:corps résistent d'autant plus à la compression, qu’ils sont plus 
comprimés. C’est, en effet, ce que les expériences confirment ; en sorte 
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que le rapport de la différentielle de la pression , à la différentielle de 
la densité, au lieu d’être constant, comme dans les gaz, croît avec la 
densité. L'expression la plus simple de ce rapport supposé variable , est le 
produit de la densité par une constante. C’est la loi que j'ai adoptée, 
parce qu’elle réunit à l’avantage de représenter de la manière la plus 
simple, ce que nous savons sur la compression des corps, celui de se 
prêter facilement au calcul, dans la recherche de la figure de la Terre : 
mon objet dans ce calcul, n’étant que de montier que cette manière de 
considérer la constitution intérieure dela Terre, peut se concilier avec 
tous les phénomènes qui dépendent de cette constitution , du moins si 
le sphéroïde terrestre a été primitivement fluide. Dans l’état solide, 
l’adhérence des molécules diminue extrêmement leur compression 
mutuelle, et elle empêcherait la masse entière de prendre la figure 
régulière qu’elle aurait dans l’état fluide, si elle s’en était primitivement 
écartée. Ainsi, dans cette hypothèse même sur la constitution de la 
Terre, comme dans toutes les autres, la fluidité primitive de la Ferre 
me parait nécessairement indiquée par la régularité de la pesanteur et 
de la figure de sa surface. 

Toute l Astronomie repose sur linvariabilité de l’axe de rotation de 
la Terre à la surface du sphéroïde terrestre, et sur l’uniformité de 
cette rotation. La durée d’une révolution de la Terre, autour de son 
axe, est l’étalon du temps; il est donc bien important d’apprécier l’in- 
fluence de toutes les causes qui peuvent altérer cet élément. L’axe 
terrestre se meut autour des pôles de l’échptique ; mais depuis l’époque 
où l’application du télescope aux instrumens astronomiques a donné 
le moyen d’observer avec précision, les latitudes terrestres, on n’a 
reconnu dans ces latitudes, aucune variation qui ne puisse être attri- 
buée aux erreurs des observations ; ce qui prouve que l’axe de rotation 
a, depuis cette époque, répondu à très peu près au même point de la 
surface terrestre ; 1l paraît donc que cet axe est invariable. L'existence 
d’axes semblables dans les corps solides est connue depuis long-temps. 
On sait que chacun de ces corps a ‘trois axes principaux rectangulaires, 
autour desquels il peut.tourner uniformément, l’axe de rotation demeu- 
rant invariable. Mais cette propriété remarquable est-elle commune aux 
corps qui, comme la Terre, sont recouverts-en partie ; d’un fluide? La 
condition de l'équilibre du fluide s'ajoute alors aux conditions des’axes 
principaux : elle change la figure de la surface, lorsque lon fait changer 
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l'axe de rotation: IL s'agit donc de savoir 8 parmi tous les changemens 
possibles, il'en est’un°dans lequel axe de rotation et l’équilibre du 
fluide sont'invariables: Pour cela,'je fais voir que:si l’on fait passer 
très près du centre de gravité du sphéroïde terrestre, un axe fixe autour 
duquel l-puissettourner librement ; la mer:pourra: toujours prendre sur 
laësurface du ‘sphéroïde ‘un état taie d'équilibre. Je donne pour 
déterminer cetrétat, une méthode d’approximation ; ordonnée suivant 
les puissances du rapport de la densité de la mer à la moyenne densité 


. , TPE Fe - 
de la Terre, rapport qui n'étant que >, rend l'approximation conver- 


gente. L'irrésularité de la profondeur de:la mer et de son contour, ne 
permet pas d'obtenir celte approximation. Mais il suffit d’en reconnaître 
Japossibilité, pour êtrerassuré de l'existence d’un état d'équilibre de la 
mer. La position.de l’axe fixe de rotation étant arbitraire; il est naturel 
de penser que parmi tous les: changemens que l’on peut faire subir à 
cette position, il en.est un dans lequel l’axe:passe par le centre commun 
de gravité.de la merret.du.sphéroïde qu'elle recouvre, de manière que 
ce fluide étant en équilibre et congelé dans cet état, cet axe soit un 
axe principal de rotation. de l’ensemble du sphéroïde terrestre et de la 
mer: il est visible qu’en rendant à la masse congelée, sa fluidité, l’axe 
sera toujours un axe invariable de la Terre entière. Je fais voir par 
l'analyse, qu’un tel'axe.est toujours possible, et je donne les équations 
qui, déterminent sa position. En appliquant ces équations au cas où la 
mer recouvre ensentier le sphéroïde, je parviens à ce théorème. 
«Si lon imagine la densité de.chaque couche du sphéroïde terrestre, 
». diminuée. de L densité de la mers; et si, parle centre de gravité de 
» ce sphéroïde imaginaire, on pren un axe principal de rotation de 
».ce.sphéroïde ; en faisant tourner la Terre autour de cet axe, la mer 
» étant en équilibre, cet axe sera axe principal de la Terre entière 
»..dont le centre de gravité. sera. celui du sphéroïde imaginaire, » 

Ainsi, la mer, qui recouvre. en.partie le: sphéroïde terrestre, non- 
seulement ne rend.pas impossible, l’existence d’un axe principal, mais 
encore par samobilité et par les résistances que ses oscillations éprouvent, 
elle:rendrait à la Terre, un, état permanent d'équilibre, si des causes 
quelconques venaient à le troubler. | 

Si la mer était assez profonde: pour recouvrir la surface du sphéroïde 
terrestre ,:en le supposant tourner.successivement autour des trois:axes 
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principaux du sphéroïde imaginaire dont nous venons de parler; chaçun 
de ces axes serait un axe prineipal de la Terre entière, Mais la stabihté 
de l'axe de rotation n’a Heu, comme dans un corps solide, que relative- 
ment aux deux axes principaux pour lesquels le-:moment d'inertie est 
un Aaximum où un Aninimum. I y à cependant entre-un corps solide-et 
la Terre, eette différence, savoir qu’en changeant d’axe de rotation, 
le corps solide ne change pas de figure; au heu que par ce changement, 
la surface de la mer prend une autre figure. Les trois figures que prend 
cette surface, en tournant successivement avec une même vitesse angu- 
laire de rotation, autour de chacun des trois axes de rotation du sphéroïde 
imaginaire, ont des rapports fort simples que je détermine; et il résulte 
de mon analyse, que le rayon moyen entre les rayons des trois surfaces 
de la mer, correspondans au même point de la surface du sphéroïde 
terrestre, est égal au rayon de la surface de la mer en équilibre sur 
ce sphéroïde privé de tout mouvement de rotation. 

J’ai discuté dans le cinquième livre, l'influence des causes intérieures 
telles que les volcans, les tremblemens de terre, les vents, les courans 
de la mer, etc., sur la durée de la rotation de la Terre; et j'ai fait 
voir au moyen du principe des aires, que cette influence est insensible, 
et qu'il faudrait pour produire un effet sensible, qu’en vertu de ces 
causes, des masses considérables eussent été transportées à de grandes 
distances; ce qui n’a point eu Heu depuis les temps historiques. Mais il 
existe une cause intérieure d’altération de la durée du jour, que Pon n’a 
point encore considérée, et qui, vu limportance de cét élément, mérite 
une discussion spéciale. Cette cause est la chaleur du sphéroïde terrestre. 
Si, comme tout porte à le croire, la Terre entière a été primitivement 
fluide ; ses dimensions ont diminué successivement avec sa température: 
sa vitesse angulaire de rotation a augmenté graduellement, et elle conti- 
nuera de s’accroître, jusqu'à ce que la Terre soit parvenue à Pétat 
constant de température moyenne de Pespace où elle se meut. Pour 
avoir une idée juste de cet accroissement de vitesse angulaire, que Fon 
imagine dans un espace d’une température donnée, un globe de matière 
homogène, tournant sur son axe dans un jour. Si l’on transporte ce 
globe dans un espace dont la température soit moindre d’un degré 
centésimal, et si l’on suppose que sa rotation ne soit altérée, n1 par la 
résistance d’un milieu, ni par le frottement ; ses dimensions diminueront 
par la diminution de la température ; et lorsqu’a la longue, il aura pris 
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la: température du nouvel espricé ; so raÿon sera diminué d’une quantilé 
que je supposerai être uñ cent-millièmé, ée qui à lieu à peu près pour 
un globe de verréyétce que l’on peut sdinetiré pour là Terre. Le poids 
de la chaleür arété inappréciäblé dans toutes les expériences que lon a 
faites pour lé mesurer} elle paraît doné, conime la’lumière, n’apporter 
aucune variation:sensiblé dank:la iasse des éorps; amsi, dans le nouvel 
espace} deux choses peuvent étre supposées lés mêmes qué dans le 
premier savoir , li masse du globe,'et la sômime des äïres décrites dans 
uni temps donné, par chacune: dé sés riülécules rapportées au plan de 
son équateur. Les molécules se rapprochent du centre du globe, d'un 
cent-rillième dé leur distarite à ce point. L’airé qu'elles déciivent sur 
le plan dé l’équatéur était proportionnelle au carré de cette distance , 
diminuerait dône à fort péu près d’un Cinquante-millième, si la Vitesse 
angtüilairé dé rôtation n’augmenitait pas ; d’où 11 Suit que pour la Constance : 
de la somme des ‘airés dans lun témps donné, Pactroissement dé cétte 
vitessé, et par cofiséquént la diminution dé là durée de K rotation 
dbisbut être d’un tinquanté-millième: telle ést donc la ditiinutiofi finale 
de cette durée: Mis avant de parvenir à Son état DU la Ru 
en sorte que par les Hbupvatthtie de cette D M comparées à \! 
théorie de la chaleur, 6h pourrait détérminer l’époque où le globe à 
été transporté dans le nouvel espacé. La Terre parait étre dans un état 
semblable. Cela résulte dés observations thérmométriques faités dans des 
minés profondes; et qui indiquént un aëécroissement dé chaleur, trés 
sensible à mesure que: Pon pénètré dans lintériéur de Ta Terre. La 
moyenne des accroïssetiiens observés paraît être d’un dégré ééhtésimal 
pour un enfoncement de35 mètresi mais un trés grand nothbre d’obser- 
vations fera connaitre exactement sa valeur qui peut n’étre pas là mème 
dans: tous les clintats (x). 





(1) ae au-dessous d’un ner il de de ét à.la Sarre 
d'environ trois mille mètres, un vaste réservoir d'eau entretenue par Îles, éaux plu- 
viales. Ellés acquièrent à cette profondeur, par la.chaleur terrestre, une température 
à peu près égale à celle de l'eau bouillänte. Supposons ensuite que par la pression 
des colonnes d’eau, adjacentes, ou par les vapetits qui s'élèvent du réservoir, les 
eaux remontent jusqu'à Ja hauteur de là partie ihfériéurél dû plateau d'où élles s’é- 
coulent ensuite ;,elles formeront ané:sowrce d'eau chaude imprégtiée dés substances 


solubles des couches qu'elle, aura, traverséési çe.qui donne une explication vrai- 
semblable des eaux thermales. 
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1 était nécessaire pour.avoir l’accroissemenñt,;de ; la! ;rotation:ide; la 
Terre, de connaîtretla loi, de, duminution de la chaleur, du-centre: à la: 
sur Ê. C’est ce que. j'ai fait pour.un globe primitivement. échauffé d’une 
manière quelconque, et.de pins soumis à l’action échäuffante d’une cause 
extérieure. La:loi dont il.sagit,, que.j'ai publiée .en:18/r9 dans: lé 
recueil de la Connaissance des.Tems, :et.que M..Poisson: à confirmée 
depuis: par-une, sayante analyse, est représentée par:une suite infime-de 
termes qui:ont.pour. facteurs, des..quantités! constantés successivement 
plus petites que l’umité,.et dont. les exposans: croissent. proportionnel- 
lement autemps. La longueur.du temps fait.ainsi disparaître.ces. termes, 
les uns après.les autres: en sorte qu'avant. l'établissement, dei la, tem- 
pérature: finale , il n’y a de sensible, .qu'un. seul de,ces‘iteimes qui 
produit, l’accroissement, de. température, dans. Piitérieur! du globe. Je 
suppose la Terre parvenue à cet état:dont. elle ‘est, peut-être, encore 
fort éloignée. Mais ne cherchant ici qu'à présenter: un aperçu de lin- 
fluence della diminution de sa.chaleur intérieure, sur la durée du jour; 
Jai adopté eette hypothèse, 1et j'en aï: conclu laccroissement; de la 
vitesse de rotation. Il fallait pour réduire cet accroissement en nombres, 
déterminer numériquement. deux. constantes -arbitraires dépendantes , 
lune, de la faculté conductrice de la Terre pourtla chaleur, l’autre; de 
l'élévation de température de sa couche superficiellé, au-dessus dé la 
température de l’espace, qui: l’environne: J’ai déterminé :la première 
constante, au moyen des variations de la chaleur annuelle à! diverses 
On Ten et pour cela, j'ai fait usage, dés: expériences de M: de 
Saussure, que ce savant a”citées! dans'le n° 1432.de son voyage dansiles 
Alpes. Dans ces expériences, la variation annuellé de la-chaleur à la 
surface, à été réduite à un douzième, à la profondeur de 9",6. Jar 
supposé ensuite, que.dans nos mines, l'accroissement de la ‘chaleur est 
d’un degré centésimal, pour un enfoncement de 32 metres ;.etque la 
dlatation linéaire des couches terrestres-est d’un cent-millième pour 
chaque degré de température. Je trouve au moyen de ces données, 
qué la durée du jour n’a pas augmenté d’un demi-centième de seconde 
centésimale, depuis deux As ans ; ce qui est dû principalement. à.la 
srandeur 6 FEYOR terrestre. 

A la vérité, j'ai supposé la; Terre homogène; et:il est incontestable 
que. les denses de:ses couches croissent dé la surface au centré! Mais 
on doit observer ici que la quantité de chaleur et son mouvement’seraient 
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les mêr<es dans une substance hétérogène, si dans les parties correspon- 
dantes des deux corps, la chaleur et la propriété de la conduire étaient 
les mêmes. La matière peut. être ici considérée;comme un véhicule de la 
chaleur qui peut être lé même dans des substances de densités difié- 
rentes. Il n’en est pas ainsi des propriétés dynamiques qui dépendent 
de la masse des molécules. Ainsi, nous pouvons dans cet aperçu des effets 
de la chaleur terrestre sur la durée du jour, étendre à la Terre hétéro- 
gène, les données sur. la chaleur, relatives à la Terre homogène. On 
trouve ainsi que laccroissement de ‘densité des couches du'sphéroïde: 
terrestre. diminue l'effet de la: chaleur sur la durée‘du jour ; ‘effet qui 
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depuis Hipparque, n’a pas augmenté cette durée, de — 
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Le terme dont dépend l’accroissement, de la chaleur. intérieure de la 
Terre, n’ajoute.pas:maintenant un cinquième de degré,.à la tempéra- 
ture moyenne de sa surface. Son anéantissement.,! qu’une très longue 
suite de siècles doit produire, ne fera donc disparaître aucune, des espèces 
d’êtres‘organisés , actuellement existantes, du moins, tant que la chaleur 
propre du Soleil.et.sa distance,à la Terre, n’éprouveront point d’alté- 
ration .sensible.. 

Au reste, je suis. fort éloigné de. penser‘ que les, suppositions précé- 
dentes sont dans la nature : d’ailleurs, les valeurs observées des deux. 
constantes dont j'ai parlé, dépendent; de la nature du sol qui dans 
diverses contrées, n’a pas les mêmes qualités relatives à la chaleur. Mais 
l'aperçu que je viens de présenter ; suffit pour faire voir que les phéno- 
mènes observés sur la chaleur de la Terre, peuvent se concilier avec le 
résultat que j'ai déduit de la comparaison de la théorie des imégalités 
séculaires de la Lune , avec les observations des anciennes éclipses, savoir 
que depuis Hipparque ,\ la durée, du jour. n’a pas varié d’un centième 
de seconde. 
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CHAPITRE IL 


De la figure de la Terre. 


La figuré de chaque couché du sphéroïde terrestre étant:à fort peu près 
sphérique; j’exprimerai comme dans le troisième hvre:de la Mécanique 
céleste, son rayon par a.(1— ay), & étant un très petit coeficient 
constant. Je désignera par p la densité de cette couche, p étant fonction 
dé a. Je nommérai V la somme des quotièns de éhäque molécule du 
sphéroïde terrestre , divisée par sa distance à un point «extérieur attiré ; 
r étant la distance de ce point à l’origine des rayons terrestres, placée 
très prés du centre de gravité de là Terre. Enfin, jé nommerai & le 
cosinus de l’anglé qué r fait avec une droite invariable sur la surface du 
sphéroïdé, èt que jé prendrai pour son axe; et je nommérai & l'angle 
que le plan passant par cet axe et par r, forme avec un méridien fixe 
sur la surface du sphéroïdé. On péut supposer développé dans une série 
dé cette formé, 


7 YO LYO LR VYO E été. ; 


Y@ étant une fonction de,a,et de uw, Vi—p.sin., Vi—y",00s ©, 
fonction rationnelle et entière relativément, à ces:trois dernières quan- 
tités, et telle que l’on a généralement 


av re 
SEL Len Ca RL Cr YO 


La formule (5) du n° 14 du troisième livre devient ainsi 





r'46) A7 5 atYQ) a5YC) ne 
V= fp.da + far fp.d.( ee RE RS Ce 1 CUP c.); 
# étant le rapport de la circonférence au diamètre : les différentielles 
et les intégrales sont relatives à La variable a, et celles-ci sont prises 


depuis a nul, jusqu’à sa valeur à la surface du sphéroïde, valeur que je 
prendrai pour l’unité. 
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Concevons maintenant la merenéquihbre sur ce sphéroïde doué d’un 
mouvement derotation. Soit 4® lemrapport de la force: centrifuge à la 
pesanteur, à l’équateur; et désignonsMpar, V” la somme de toutes les 
molécules de la mer, divisées par leurs distances respectives au point 
attiré. Si l’on suppose ce point à la surface de la mer; on aura par les 
n* 23 et 20 du troisième livre, pour l'équation de l'équilibre de la mer, 


atY Q) YC) . aëfY(G) 
constante = > dr. fe FE TR ASE SP He LS etc. ) 


(= 3). ê7. fp.d.e; (1). 


Pour déterminer V’, je supposerai que le rayon mené de l’origine des 


CA 


RUE 


rayons terrestres, à la surface de Ta mer, soit 1 + ay ray, y étant 
la valeur de y à la surface du sphéroïde : ay" sera à très peu près la 
profondeur de la mer. Je supposerai ensuite 


7'= YO + Y/0) EL V/G) E YO) LL etc. ; 
Y!G@ étant une fonction rationnelle et entière de we, ru. sin w, 
Vip, cos w, assujettie à la même équatiôn aux différences partielles 
que Y®. On peut considérer la mer, comme égale à un sphéroïde dont 


le rayon est 1 + &y + æy', moins un second sphéroïde dont le rayon 


est 1 + ay, plus la partie de ce sphéroïde , qui se relève au-dessus du 
premier, et où, par conséquent , æy” est négatif. La somme des molé- 
cules du premier sphéroïde , divisées par laut distances au point attiré, 
est par le n° x1, du troisième livre, en prenant pour unité, la densité de 
la mer, 


Y'Co) (YO) L y’U) (YG@).L Y/() 
+ der (+ ED ED ete. ), 


Y, YG) etc., étant ce que deviennent YG), YG), etc., à la surface du 
sphéroïde terrestre. La même somme relative au second sphéroïde est 


YQ)  YC) YO) 
F + aie (3 Te PA 774 


la différence de ces deux quantités est 


Lo ro ve re 
jar (— D D Un Dre BL | 


+ etc. ); 
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en nommant donc V”:la:somme#des molécules du second sphéroïde, 
qui.se relévent au-dessus ‘du: premiet,ret ss par: leurs distances 





respectives} au point attiré, on"aura 


Y'@) 22:Y1G) 2 2 Y/0) 
VV + or (ct ete.) 





L’équation précédente de l'équilibre de la mer deviendra ainsi 


yo) 5YG) à G5yE 
const. a Le fins d. na bar. f fp: je (ee Let -- etc.) 


Y/Q) Re y’ C5) 


+ Jar. 472 —— "+ etc. :), (2) 


+V! ns as 





* rdevant être sÜpposé aprés les intégrations, égal à r+ 4y + ay", et PS 
conséquent égal à unité; dans, fs termes notes par & ; puisqu'on 
néglige les termes de lérdre a, 

Cette équation: a cela de remarquable , savoir que la différentielle de 

son second membre, prise par rapport:à r,-et divisée par — dr, est 

.l’expression de la. pesanteur, comme il:résulte du n° 33 du troisième 
livre ; en nommant donc p la pesanteur, on aura 


| 7 sat. XCD, Gas. YO 
p — ze. JP.d. CU Aa. fh. d.(% 3 | EN" or etc. 
1(0).  9Y/(1) ae | 
+ {ar LES + ete Ju (3) 


—(S- } Far; r. (us —;). à 7 fr. d.a. 
On a par le n° 10 5 troisième livre , à La surface de Fe mers, 
dV” 
0 (T)+iv'. (a) 


Cette équation TT étant très utile pour ce qui va suivre; je vais 
en rappeler ici la démonstration. 

Si l’on conçoit une sphère du rayon a, et dont la densité soit exprimée 
par l unité ; la somme de ses molécules res par leurs distances res- 
pectives à un point extérieur attiré dont r est la distance à son centre. 
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sera par le n° 12 du premier livre, la masse de la sphère, divisée par r; 
en désignant donc par V, cette somme, on aura 
3 
[44 - 
V — si de 
ES PÉREL 


Maintenant, si l’on imagine une molécule dm très voisine de la sur- 
2 
face de la sphère, et à la distance a’ de son centre; sa distance au point 
attiré sera 
a = 6e Ta 
V7®— 24/7 .C057 +a*?, 
? 2 e ’ . , 
y étant l'angle compris entre r et 4’. Le quotient de cette molécule 
divisée par sa distance au point attiré. sera 
Ï ; 
dm 
Vr—oar.cosy + a? 
Nommons V ce quotient ; on aura 
ee = __dm.(r—a".cos y) 


5 
PAP RTE cos y + a 22 





ce qui donne | 
s M: Vs ne 3 
2.[(r— dd} + 2a'r.(1— cosy) |? 
Si le point attiré est très près de la surface de la sphère, ainsi que la 
molécule dm, alors r° — 4”? est une quantité insensible que l’on peut 
négliger; et l’équation précédente devient 


1 
+-V=0o. 
2 
La même équation a lieu pour d’autres molécules situées comme dm, 


très pres de la surface de la sphère; en nommant donc V'” la somme 
des V relatifs à ces diverses molécules, on aura 


(SE) +2 V0. 


et r étant très peu différent de &, on aura l’équation (a) 


dv" 1 A À pes. 
a) ha V0 
Le raisonnement précédent cesse d’avoir lieu ; lorsque le point attiré est 


très près de la molécule dm; car alors cos + diffère très peu de l'unité, et 
la fonction 








———— — — —; °) 
2,[(r— a} +2cr.(1— cos DT y 
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devient trés grande par la petitesse de son diviseur, à moins que la 
molécule dm ne décroisse à mesure qu’elle approche du point attiré: si, 
par exemple, ce décroissement, à partir du contact de la molécule, 
avait pour facteur le carré r°—2aïr, cosy +4? de la distance de ces 
deux points, la fonction précédente resterait toujours insensible: 

Concevons. un sphéroïde très peu différent d’une sphère, et suppo- 
sons le point attiré, à sa surface. Imaginons à ce point une sphère 
intérieure au sphéroïde, tangente à sa surface, et d’un rayon à trés 
peu différent du rayon du sphéroïde. Alors, si l’on désigne par V” Ia 
somme des molécules de l’excès du sphéroïde sur la sphère, divisées 
par leurs distances au point attiré; si l’on fixe l’origine des r au centre 
de cette sphère, et si dm est une de ees molécules; l’intégrale de Îa 
fonction (f) prise par rapport au système de ces molécules, pourra 
être. supposée nulle ; parce que les molécules dm sont nulles au point 
de contact, et que leur expression près de ce point, a pour facteur, le 
carré de leur distance à ce pont. L’équation (a) subsiste donc pour ce 
point. Relativement à la sphère tangente, on a 

dv ALT 
(= 3m, 

en supposant donc que V'exprime la somme de toutes les molécules 
du sphéroïde, divisées par leurs distances au point attiré, ee qui donne 
V'= V + V"; on aura en supposant le point attiré, au point de contact 
de la sphère et du sphéroïde, 


dV’ T. Der 2: Ÿ 
a Sr) V TR DU (b) 


c’est l'équation que j'ai donnée dans le n° 10 du troisième livre. Ici 
l’origine de r'est au centre de la sphère tangente, Fixons cette origine, 
à un point quelconque tres proche du centre de gravité du sphéroïde , et 
désignons par a, (1 ++ &ÿ) le rayon de cesphéroïde, & étant un très petit 
coeflicient constant. L’attraction de ce sphéroïde dirigée vers l’origine 


AV\: Fr : 
de r est — +); et 1} est facile de voir qu’elle est aux quantités près 


de l’ordre «&°, la même, quelle que soit cette origme, pourvu que cette 
origine ne s’écarte que d’une quantité de l’ordre &, du centre de gravité 
du sphéroïde ; car cette attraction composée avec une force qui lui est 


perpendiculaïreet. de l’ordre &, produit la pesanteur totale, dont elle 
ne diffère par conséquent , que d’une quantité de l’ordre &?. Ainsi, 
l'équation prétédènte (2) subsiste en fixant l’origme de r, à un point 
quelconqueisitué fort près du centre de gravité du sphéroïde. 

Telle est la démonstration que j'ai donnée de cette équation, dans 
l'endroit cité de la] Mécanique céleste. Quelques géomètres ne l'ayant pas 
bien saisie, l’ont jugée inexacte. Lagrange, dans le tome VIII du Journal 
dé l'Ecole Poly technique sa désontre cette équation, par une analyse 
a peu près semblable à celle qui me l'avait fait découvrir (Mémoires 
de FAcadémie des Sciences , année 1775, page 83). C’est pour sim- 
plifier cette matière, que j'ai préféré de donner dans la Mécanique 
céleste, la démonstration précédente. 

Si le point attiré est élevé d’une quantité &ævy” au-dessus de la surface 
du sphéroïde ; V' étant de la forme É LE Se aR , il ne variera par ce dé- 
placement du point, et en négligeant les quantités de l’ordre «4°, que de 


SE gr D 
la quantité — 3 7.u'a.ÿ. La différence partelle & ) variera de 


. ’ 8 “ . . ’ 
la quantité : 7.a°.dy'; la variation du premier membre de l’équa- 
1 3 ) 


tion (b) sera donc 27.4a°.ay'; et cette équation deviendra 





(+= 


Mais l’équation (a) subsistera toujours; parce que V” étant de l’ordre x, 
ce déplacement ne peut y produire que des quantités de l’ordre &. 
Cela posé , si l’on substitue dans les équations (2) et (3), 1 + 4y ày, 


4 
au lieu der, et si dans l’équation (3); on substitue — sx lau-lieu de 


(Sr) ; elles deviendront , en néghyeant les térmes de l’ordre &*, 
J 











3} y) LYC a 
const, = &y + aÿ'— PS Fe JP.d. + Ps + étc.) 
+ SUN CO PEe O) vo 
——— . (YO LE —— elc. ) 
[P.d.ù e RE 5 LE #5. EU La 
GE — D (us — >): (4) 
2 7 fe. d. : 





CHAT Et 
VIP 


de 
Ca : 


SE 
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pm (= 537 = 291). fpedes + farm. fp.d (292 
Bay —- 


+. A + etc.) 
+ = V'+ 29. (us "2 ). £m. fp. de 





+ Jar. (re LC 


(5) 


Si l’on ajoute cette dernière équation, à la précédente multiphiée 


: 4 o LIRE? c) 


par = 7 f p.d.aÿ ; on aura 
p=const.—207.(y+7").fp.da+aarr.fp.d (at YO) a @ Las) etc.) 
y 5 à INT ÉZ L 
207. + 240 .(u — ;).27.fp.d.a. (6) 
Si l’on suppose la Terre homogene, ou p constant, on aura 
p= constante — 247 .(p—1) +7 op (u— ;) : dy 


et l’on doit observer que : 7.p est à très peu près la pesanteur à l’équa- 


teur. On a donc dans le cas où la mer a la même densité que le sphéroïde 
terrestre, ce qui donne p=—1, 


5 
p=P.( za? pe) ) 


P étant la pesanteur à l'équateur 

Cette valeur de p subsisterait encore, dans le cas où des plateaux 
d’une densité quelconque, et de hautes montagnes recouvriraient les 
continens. Ces corps ajouteraient à l’équation (1), un terme V'” qui 
serait la somme de leurs molécules divisée par leurs distances respectives 
au point attiré. En supposant ce point à la surface de la mer, on aura 


(+: IEEE 


Ainsi V” disparaîtrait de l'expression de la pesanteur p, par le même 
procédé qui a fait disparaître V” de cette expression : p aurait donc 
encore la valeur précédente : Le terme V””’ changerait donc la figure de 


LAVRENEE À 2 
la mer, sans altérér la loi de la pesanteur. Il est bien remarquable que 
cette loi soit indépendante de cette figure qui peut avoir une infinité de 
formes, dépendantes de la manière dont la mer recouvre en partie, le 
sphéroïde terrestre, et des irrégularités de la surface des continens. 

3. Pour déterminer la figure de la mer, lorsque celle du sphéroïde 
terrestre est donnée ; la méthode la plus simple consiste à ordonner les 
approximations suivant les puissances du rapport de Fe densité de la 


mer, à la moyenne densité de la Terre, rapport égal à — à fort peu près. 


Nous allons donc considérer d’abord, la figure de la mer, en négligeant 
ce rapport, ou en supposant que la mer est un fluide infiniment rare. 
Cela revient à négliger dans l’équation (4), les termes qui ont fp.d.as 
au dénOIQatEnTs et qui n’ont pas p.au numérateur. Cette équation 
donne alors en n’y népligeant, pour plus d’exactitude, que le terme 
dépendant de V', 


LNERATS a Y @) 6YC ) 
æy'= Const. + .fe.4 (= DST VrNU He + etc. ) 


34 Y20).: YO) : YO) 
fe. d'ese ED me) 





En substituant Y(®) + YG)_L ete. pour y, et Y'@)-LY/D LE VC) etc. 


e , ! ; fier? 
pour y , et comparant les termes semblables ; on aura généralement 


YO (1 — = _ yo 1 3-/.d.(a#Y®) 


21H 1./p.d.a 21 +1.f/p.d.@ 
Dans le cas a É == 9,1 faut ajouter au second membre de cette équation , 


le terme — < ur 3). 


L” équation (6) dans laquelle rièn n’est négligé, donnera ensuite la 
pesanteur p à la surface de la mer. 
Les expériences du pendule font voir que Yo YG), Y&), etc., sont des 


quantités très petites relativement à Y®2, et que cette es fonction 
es LP A É t Fe. 1 T7 ! 
se réduit à fort peu près à —h. (u—;), h étant une constante ; ce 


qui donne aux couches du sphéroïde terrestre, la figure d’un ellipsoïde 
de révolution. Examinons donc ce cas par el etene On a alors par 
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ce qui précède; en faisant. Y( égal à —A(u—>), 


DO Cr D Cour Dent QE 


Ainsi en faisant 

NÉS. Les 
on aura 

ay = al — alu; 
! étant une constante. Il est facile de voir que #” serait nul si, la mer 
étant anéante, la surface du sphéroïde était en équihbre, en devenant 
fluide. Si donc cette surface est moins aplatié que dans ce cas, À" sera 
positif, et la mer recouvrira l’équateur du sphéroïde. Sa profondeur sera 
al—ah.p; et si elle n’a pas un volume suflisant pour recouvrir le 
sphéroïde entier, elle s’étendra vers les deux pôles, à des latitudes 
égales. Soit € le sinus de ces latitudes; la profondeur de la mer étant 
nulle à ces points; on aura 


al—= ah!.e 


et l’origine des rayons terrestres étant supposée au centre de gravité du 
sphéroïde terrestre, ce qui rend YO et YO nuls, la profondeur de la 
mer sera 

ah .(e —ju°). 
Le volume de la mer sera Sa he ; ce volume étant donné fera donc 


connaître €. l’équation (6) combinée avec l’expression précédente de h', 
donnera pour l'expression de la pesanteur à la surface de la mer, 


PE ag —a(i+n) | . À. 


P étant cette pesanteur à l'équateur. 

Si la surface du sphéroïde a ün aplatissement.plus grand que, celui 
qui convient à son équilibre, en la supposant fluide ; 4° devient négatif, 
et alors, si la mer n’a pas un volume suffisant pour recouvrir le sphé- 
roïde entier, elle se portera vers les deux pôles, et elle formera deux 


LIVRE XH. Re 
mers distinctes, dont les masses pourront être dans un rapport quel- 
conque. En faisant # —=—g, g étant positif, la profondeur de la mer 
boréale sera | | 

a 
ag .(u— €); 
e étant le anus dela latitude des bords de cette mer: La profondeur de 
la mer située vers le pôle austral sera 


ag .(u°—€?); 


e! étant ce que devient pour cette mer, la quantité €. Les masses des 
deux mers seront respectivement 
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MES (ie. (ad); EG) ( 2e); 








et la pesanteur P à leur surface sera, en désignant par P, la pesanteur 
aux pôles, | 


P.{i—[22e — a(ñ—8) | (: — us). 


Pour avoir une seconde approximation, al faut déterminer la valeur 


V”" : s i 

-—— de l’équation (4), et l'ajouter à 
PF .d.c 

3 "I 


l'expression de æy'. Or, on a 





analytique de la fonction 


Yi . dé” . du’ 


V'— AR IP LEE 
V/2.(1—cos.y)? 


y, étant ce que devient l'expression trouvée par une première ap- 
proximation pour ÿ’, et dans laquelle on change y en 4/, © en w': 
2’ et ©’ étant relatifs au point attirant, tandis que x et © se rapportent 
au point attiré. y est l’angle compris entre les rayons terrestres menés 


à ces deux points, en sorte que lon a 


cosy = pu + Vip. V/1—p.00s (w'—0). 


U 


L'intégrale précédente est relative. à la surface: entière des continens et 
des îles. Développons le radical 


1 


nues x: 2. 





- Æ7—— 


V/r°— or. cos y E 1 









































32 MECANIQUE CÉLESTE, 
suivant les puissances de - — En nommant P® le coefficient de —— dans 


r'r1 


ce développement, on aura par le n° 23 du troisième livre, en suppo- 
sant À = COs y, 


12:95, 1.213 


po— 1-3. 2. (à — RE etc. ). 
2.911 2,4.21—1.21—3 


Si l’on fait = æ ; P® devient le coefficient de x’, dans le développe- 
+ 
ment de (1=2Ax-+x%*) ?, fonction que l’on peut mettre sous cette 


forme 
RE PA 


Venere ai lacs RE 








Le coefficient de x° dans le développement de 


res MES) 


est égal à 





LL 


I — )° 
1:25. X1.dr' 


x étant supposé nul après les différentiations. J’ai fait voir dans le ne 38 
de la Théorie analytique des Probabilités, que l’on a, € restant quel- 
conque après les différentiations, 


= = rage + cos æ)'; 


1.1,3...2.d T, ae) ME 








l'intégrale étant prise depuis & nul jusqu’à à: à la demi-circonférence 7. 
En faisant donc 
T = À 


Van Vs 
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lorsque,x est: nul après les différentiations; ce ‘qui donne 


st V1. 
1/1—x ° 
4 4 ? 
ou PA égal à 


DER 


1.2.3....1.dx 


on aura, d. 





Le 


ET fe. AVI VER. cos æ); (f) 


Dans le cas de A= 7, cette fonction se réduit à l’unité, comme cela 
doit être; car P® devient alors le coefficient de x dans le développement 


1 : : x ee d 
de ——. Mais pour peu que à soit momdre que l'unité, la fonction 





précédente et par conséquent P® devient moindre que l’unité ; comme 
il est facile de le prouver. 


L'intégrale ( f) prise depuis æ= 0 jusqu’à Br est égale à cette 


même intégrale prise depuis & =0 jusqu’à -æ— _ plus à l’intégrale 
1 —— : 
— 75: fde', (À Vi Va. cos æ') 
.(W—1) 
. o ’ E) - N° À 7 e 
prise depuis &' —=0, jusqu'à @'—= => comme on le voit en changeant 
0 , F o 
æ en æ—®@", dans l'intégrale (f), lorsque & surpasse —. Soit donc 


VE : y, ce qu donne A=siny/; la fonction (f) devient 


fe ( EEE] e 


Ver 1,.SIN7 — COS y . COS a)! 





. f ’ e Fes F7 \ T 
l’intégrale étant prise depuis & nul jusqu'à æ —-. On peut donner 
a cette fonction la forme suivante 


__. i. de. | (cosiy LA TETE sim ty’), [1 2. (cos y V1, siny’)cos y'sin? 3 sæœli F3 
r (Vi) 


+(—1)i. (cos iy—V/—r. siniy’). Da. (cosy LV =7T. siny ).cosy’ .sin25@]' 
On a | 
re] pe enr . ! _ d " à 1 £ 
fdæ.[1 . V—1,sin7/).cosy .sin®.? æ|l 
at c°: 18 [1=— 2, (cos » — V—7 sin”). cos y..sin?. > œ] 


MÉcax. céz. Tome Ÿ’, 5 
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c. étant le nombre dont:le logarithmé hyperbolique est Punité. H résulte 
de la méthode générale que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie 
des Sciences pour l’année 1782, et que j'ai développée avec étendue 
dans ma Théorie analytique des Probabilités, que dans le cas de z, un 
très grand nombre, ‘cétte intégrale devient à très peu près ge a 
celle-ci : 


=. (cost WE usin 3.608 
2 «(cosy — V —1.:siny). cosy .@œ? 
[da .c_” | 


l'intégrale étant prise depuis & nul, jusqu’à & infini. En faisant 








LA Aer 


cette mtégrale devient 





(cos = à HV sin?) +. 
RE ——: .fdé.c  ; À 
\# =: cosy! 


l'intégrale étant prise depuis & nut, jusqu'à #“infmi, ce:qui donne 


[di ‘ ete = V7. 


De là il est facile de conclure que la fonction (f), valeur de P®, est 
à fort peu près dans le cas de z égal à un très grand nombre par, 


"à à 

a en 
2,(—1) .00s das e7 
REA ARRET SAR 


Ga»). VAs8 L | 


et que dans le cas de z très grand et impair, cette valeur est à fort 
peu près 
rie 


2. EN “a me =). 





ie V/Br.5 L 
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. . T7 : I » . ; 
En resutuañt = “y, pour y, ces deux expressions deviennent l’une 


cn [( +)» —5-] 
; | 


PEU Dir 


et l’autre, _\ 


À étant supposé plus petit que l’unité, cette valeur dé P® est toujours 

fort approchée lorsque £'est un très grand nombre :-elle devient exacte, 

lorsque 2 est infini. Mais il est remarquable que l’expression donnée 

ci-dessus de PC), par une suite de puissances de À,.et qui dans le cas 

de zum très grand nombre, est composéé d’un grañd nombre de termes 

et de facteurs, se réduise alors à une expression aussi.simple. 
Considérons présentement l'intégrale 


dé. der 
De ont ? 


: à À 1 St à 
qui devient V”, lorsque r=1. Le coefficient dé ste däus cette inté- 


t 


/ , S * 1 \ 
srale développée par rappoït aux puissances de = est dans le.cas où 


est un très grand nombre, 


= PI cd sdu”, re Sa du | 


En intégrant cette RRHOR par rapport à g/, on a 


Re ronge 


Re a”, a ain[ (+e}r=gs | : _ : L£ ) 
Gi) SUE TE: 


On voit ainsi que quel qe soit y,, orr arrivera toujours par le dévelops 


Ge 


Pie 
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2 
pement du radical = suivant les puissancès de =;,.à, uñe 
V/r— 2ùr Li he 





série très convergente ,-à cause du diviseur (+: =). /ir 17. Le coefi- 
cient de En: — dans ce développement, est par le n° 23 du 5° Livre 


r 


ee 2 ee mt 

.3.5...21—1\ 2 IT ER 1 

1e) Rs mn er au DR cos 7. (au) apr} | pin ne pirn=a etc. 
1.2: ce L rh" Loti. ia: in Am T 


Ê ga 2 en À resume 7 | É 
x(r—p2) Ce ulirnne Hietc: j 








le signe = comprenant toutes les valeurs:de la fonction qu’il enveloppe, 
depuis z=0 jusqu'à 2=—1. Dans le cas de 2=0, il:ne faut prendre 
que la moitié de cette fonction. | | 

La première approximation nous’a déhné YiSOUS Rate forme 


Y'O LV) L W/G) LL etc. 


En la prenant négativement et en yÿ ‘changeant w en w/; on aura la 
la valeur de y,, qui, substituée dans Pintégrale | 














y. de. da 
Vr—9rx LT 








EE - fs 1” m2 e 
développée par rapport aux puissances de = donne par une série très 








convergente, cette intégrale et par conséquent la valeur de V”, On aura 
ainsi, au moyen de l’équation (4), une seconde approximation de la 
valeur de ay', ordonnée, comme la première, par ‘une suite de fonc- 
tions de la forme Y’®. On aura ensuite, au moyen de l’équation (6), 
une seconde approximation de la pesanteur p. Ces approximations 
seront süfhisantes , vu le peu de densité de-la mer et son peu de profon- 


deur, comme on le verra bientôt. 
Dans le cas où la Terre est un sphéroïde de révolution, il est facile 


de voir que la valeur de V” se simplifie, et se réduit à une-suite de 


termes. compris dans la forme 


2r.Q0.fe QO.y;du: 








QC) étant égal à 
\1n0:52+ Q— 1 (us Dir pr ehete.) ; 


1.2 Fe: did" 
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et Q' étant ce que devient Q®, lorsqu'on ÿ change g en y’: à doit 
être étendu depuis zéro jusqu’à l'infini. Si l’on nomme 8 l’angle dont x 
est le cosinus , et 6” l’angle dont y’ est le cosinus; on aura, lorsque : 
est -un grand nombre 


Q— cos(zLi.#—1,) $ 
z Ve. (i—#°) 
L’intécrale 
2m.Q0). a. [Q0.7y,.du 


deviendra à fort peu près 





84 cos (i+1.0—17) 


Z, 21 1 V/sin 8 


ÿ. VSn(#).sinli Er (8)—1,] | 
y V/sin8.sin(i+i.0—1#) 


On voit par là, combien la valeur précédente de V” est convergente. 


4. Considérons maintenant les variations des degrés et de la pesanteur 
à la surface des continens et des îles, ou, ce qui revient au même, à 
la surface du sphéroïde terrestre: Ces variations sont les seules que nous 
puissions observer. Pour avoir leur expression analytique, imagmons 
une atmosphère infiniment rare, d’une densité constante, très peu 
élevée, mais qui cependant embrasse toute la Terre et ses montagnes: 
soit ay” l'élévation de ses points au-dessus-de la surface du sphéroïde 
terrestre. L’équation-(r) du n° 2 qui détermine la figure de la mer, dé- 
terminera la partie de la figure de l’atmosphère, qui s'élève au-dessus 
de la mer; car il est clair que la valeur de V’ dans cette équation, 
étant de l’ordre æ, est aux quantités près de l’ordre &*, la même aux 
deux surfaces. Mais à la surface de la mer, r doit être changé dans 


1 ay ay; tandis que relativement à la surface de l’atmosphère 
supposée, il doit être changé dans 1 + &y + ay”. Cela posé, si l’on 


retranche ces deux équations, l’une de l’autre, on aura 
ay". 4y = constante. 


Aïnsi tous les points de la surface de cette atmosphère, qui corres- 
pondent à la surface de la mer, sont également élevés au-dessus de cette 







































































38 MÉCANIQUE CELESTE, 
dernière surfacè,; en sorte que ves deux surfaces sont à très péu près 


semblables. 
Si lon nomtne p' la pesanteur à la surface de ris il est 
visible que cette pesanteur sera à la pesanteur p à la surface de la mer, 
+ 


+ | 








comme —— ; ce qui donne à ‘très peu 


est à 
Ga +aey+ey") ( — +) 
près, en désignant ay" æ&y', par &l, quantité qui, comme ôn vient 
de le voir , est constante, 


D—p — 24l.P ; 


P étant la pesanteur à la surface de la mer, à l’équateur ; ainsi la loi de 
la pesanteur est la même aux deux surfaces. On a vu dans. le n°_2-que 
dans le cas où le sphéroïde terrestre est homogène et de même densité 


que da mer, on a | 
5 
P == P. Cr — 7.40. pt); 
on a donc alors 


p'=P.(: mo SU 4e ; up). 


Pour avoir lPéquation de la surface de l’atmosphère au-dessus des 
continens, nous nôommerons V; la some dés molécules de la mer, 
divisées par leurs distances respectives à un point de cette surface: A lors 
l'équation (1) du n° 2 deviendra celle de’cette surface, en y changeant 


V' en V,, et en y substituant r y ày" pour r. Or'on'a 


[= y'dude" 
T4 er COS y 1” 


l'intégrale étant prise pour toutes les valeurs de ’ et de w’ relatives à 
l'étendue de la mer, r devant être supposé égal à l’unité, et côs.y étant 





pu HU pes. V1 —p#".c0s (wo — &),. 
En développant le radical de cette intégrale, par rapport aux puissances 


1 . . » | ; 
de -; on voit, par ce qui précède, que V’ est composé de! termes de 
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la forme | 
os | A} eno0 &e. 4 
Eu). (prete) fj'dp/do' (1 p) "(ur etc. )c0s 72 (0 — 0). 


La valeur de V, se compose des mêmes termes ; on a dong 
an A DÉC 


Cela posé; si l’on retranche l’une de l’autre, les équations aux deux: 


surfaces, on aura 


ay" = al Hay; 


pourvu que les coordonnées g et w de la fonction y’ se rapportent aw 
rayon du point de atmosphère, que nous considérons. 


La surface du sphéroïde dont le rayon est 1 - &y + ay", est celle 
de la mer; et au-delà des hHmites de la mer, elle s’abaisse au-dessous 
de la surface du sphéroïde terrestre ; l'élévation des points de cette 
seconde surface au-dessus de la première, sera donc = æy! : c’est ce 
que l’on entend par l'élévation de ces points au-dessus du niveau de la 
mer. L’élévation des points correspondans de la surface de l’atmosphère, 
est ay”. Les observations barométriques font connaître les quantités & 
et ay”; car on peut supposer que l’atmosphère dont nous venons de 
parler, est notre atmosphère elle-même réduite à sa moyenne densité. 


Pour avoir l’expression de la pesanteur, il faut changer dans l’équa- 
üon (1) du n° 2,/V' dans V,, V; représentant pour les points situés au- 
dessus des continens, la somme des molécules de la mer, divisées par 
leurs distances respectives au point de la surface de l’atmosphère, qui 


correspond. aux continens, eb substituer pour r, 1 + @y he ay. 
On peut supposer, pour plus de généralité, que V, comprend encore 
la somme semblable relative aux montagnes, et même aux cavités de la 
” surface de la Terre, en observant que la partie de V, relative à ces 
cavités, est négative. La pesanteur p! est donnée par la différentielle 
du second membre de l'équation (r).divisée par — dr, Si l’on en re- 


4 


tranche l’équation (1) multiphée par Fe et si l’on observe que l’on a- 


dV, 1 | 
CHE 
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on aura 
p'= const. 2œ7.(y +9"). /fp.da + 
Hoar, fpd.(afYO) to, QG) 45% etc.) (5) 
5 
+729... = 
En substituant ensuite au lieu dep,p"=— 2.aP.y"; p" étant la pesan- 





teur à la surface du sphéroïde, on aura 





p'= const. : P.(al— ay") 





+ 2a7r.y.fa.dp.— 207. fdp.(at YA) + aSYG) etc.) 
+ : aQ.P. ur. (8) 











Cette expression de p” embrasse l’attraction des montagnes, et générale- 
ment tous les effets d’attraction , dus aux irrégularités de la surface du 
sphéroïde terrestre, pourvu que le point attiré en soit fort éloigné ; car 
cette condition est nécessaire à l’existence de l'équation 








dV, 1 
e)+s Vi, 


0=Z= 





qui fait disparaître ces effets. 


Si le sphéroïde terrestre était homogène, dp serait nul, et l’on aurait 
cette expression remarquable , 








| IN 1. 8 j 
HE —Sa(l—y) +5 ap ut), 


P étant la pesanteur à l'équateur au niveau de la mer. On peut, au 
moyen de cette équation, vérifier l’hypothèse de ‘cette homogénéité; 
car alors, en ajoutant à toutes les valeurs de p", déterminées par les 








p'e °, 7 1 VIT NN ? 1} 
expériences du pendule, la quantité sP.(œl — ay") déterminée par 
les observations. du baromètre ; l’expression de la pesanteur ainsi-'cor- 


gr - eo) : 
rigée ; deviendrait P (: _. rod pa) L’accroissement de la pesanteur 


' . . . 5 
de l’équateur aux pôles, serait ainsi - 4®.p. Or on à 


4 


4®== 0,004325 ; 





2 
4 
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cet accroissement serait donc 0,004325.Pu*. Les expériences multi- 
pliées du pendule-dans les deux hémisphères, indiquent bien un accrois- 
sement à très peu près proportionnel à g*, ou au carré du sinus de la 
latitude ; mais elles s’accordent à donner à 4°, un coeflicient plus grand 
que le précédent, et à fort peu près égal à 0,0054.P. L'hypothèse de 
l’homogénéité de la Terre est donc exclue par ces expériences : on voit 
même que l’hétérogénéité de ses couches doit s'étendre depuis la sur- 
face, au-delà des quantités de l’ordre &æ ou de l’aplaüssement de la 
Terre, afin que la quantité de l’équation (8) 


2ar.y. fa. dp— 247. fdp(afY + 45Y 6) etc.), 
soit de l’ordre &, et devienne égale à 


(0,0054.P — 0,004325 .P) (u: -— =). 


5, Comparons maintenant l’analyse aux observations. L’équation (1) 
du n° 2 donne à la surface de l’atmosphère au-dessus des continens, 


LYS LAC) Sax) 


const. — 7. ff d.aÿ. ane 4er [pd ——+— D etc c.) 


— V, a) me 


Si l’on ajoute cette équation multiphiée par : a l'équation (7) du 








n° précédent, on aura 








p'= const. + 4a7r. fp.d. (— Fe + +6 etc.) 
— e V, + 2a@.P. (us — 2). 


/ T - . 1 . 
En développant V, suivant les puissances de = ON aura une expression 
de cette forme, | ; 
“ U,® (o) E () = (2) 
= Ee pheec 
U,® étant une fonction rationnelle et entière de m, V/1—y". sin w, 


et Vi—p.cosw, assujettie à la même équation aux différences par- 
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tielles que Y). L’équation précédente devient ainsi 


p'= const. + /4ar. fp.d. (+ + ete. ) 


2 (UP UP HUE ete.) + 20p.. (us, —%). 


Il résulte des nombreuses expériences du pendule, que l’on a à fort 
peu près | 


p = const. + aq.P.(u— ) . 


aq étant à très peu près égal à 0,005/. De là il suit que la fonction 


6 YO) 7, YU) 
4ar. fp.d.(— tre 








— + etc c.) —Ÿ. (U UT etc.), 


est très petite relativement au terme «q.P. (a - — 3): et que la fonction: 





4a7r. [p AE _— ‘ Ü;; 


est à fort peu près 
Le si 
(aq — 249).P. C sk 


L'expression générale de cette fonction est de la forme 


A (5) + AGO ,pu4/1— pu. sin wo AG ,.u. V1 —12.cos « 
+ A®,.(1—p).sin 20 + AD, (1 — p°).c0s 20. 


Ainsi, les constantes AG, AGI, AG), A® sont très petites relativement 
à la constante À, et l’on a à fort peu près 


A = (aq — °a49).P. 
On a 


1 
a mp 0,003460 , 


et les expériences du pendule donnent à fort peu près 


aq —= 0,00540 ; 
on aura ainsi 


A 0:00152 se: 
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On peut encore déterminer À au moyen des deux inégalités de la Lune, 
qui dépendent de l’aplatissement de la Terre. Il résulte du second cha- 
pitre du septième livre, que si l’on désigne par K. (ue — ;) la 


partie de 
ar 
fe . p.d.(aY®)) LUC 
qui est indépendante de l’angle © ; l’inégalité lunaire en latitude sera 


K 


= . Sin À COS À. sin 4; 


u étant la longitude de la Lune; g — 1, le rapport du moyen mouve- 
ment de ses nœuds à son moyen mouvement; IT sa parallaxe ; À l’obli- 
quité de l’écliptique; et M, la masse de la Terre, à très peu près égale 
à P. Suivant M. Burg, cette inégahité est en secondes sexagésimales 


— 8",0.sin 4; 


et la comparaison de quatre mille observations a conduit M. Burkhardt, 
au même résultat qui donne 


K = — 0,001528.P. 


L'expression analytique de l'inégalité lunaire en longitude, qui dépend du 
sinus de la longitude du nœudde l'orbite lunaire, comparée par lesmêmes 
astronomes , aux, observations, donne la même valeur de K., qui me 
paraît être ainsi une des données les plus exactes et les plus précieuses 
de l’Astronomie théorique. Maintenant , 1l est facile de voir que si l’on 
1 . . ? 
nomme QC —53), la partie de U,®, indépendante de l’angle ©, 
on à 
5 
K—A+:Q; 

on a donc 


À = — 6,001558.P — 2 Q. 


Si l’on compare cette valeur de A, à la précédente conclue des expé- 
riences du pendule, on a 


Q = — 0,00015.P,. 
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On sent combien les erreurs des observations et des expériences rendent 
cette valeur mcertaine; mais elle prouve la petitesse de la masse de la 
mer, et son peu de profondeur. 


Les mesures des degrés des méridiens, réduites au niveau de la mer 
ou de l’atmosphère supposée, nous offrent un troisième moyen pour 
obtenir A. L’équation (1) du n° 2 transportée à cette atmosphère, 
donne bia 


a> Y(:) a. YO 


(ay + ay").P = const. + jar. [p.d.(—-- —- ÉLTTES + etc. ) 
— U,O + U,® + etc. 


Cu) 


l’origine des coordonnées étant au centre commun de gravité de la mer 
et du sphéroïde terrestre ; ce qui fait disparaître les quantités Y®) et U,6?, 
et les autres fonctions de même nature. Les mesures des degrés s’écartent 
peu de la figure d’un elhipsoïde de révolution. Elles présentent cependant 
de plus grandes anomalies, que les longueurs du pendule ;.ce qui tient en 
parte, aux erreurs dont les observations d’amplitude des arcs mesurés 
sont susceptibles, et qui relativement à Parc mesuré, sont beaucoup plus 
considérables que les erreurs des expériences du pendule; et en partie, 
à ce que les petites irrégularités de la Terre, affectent plus les degrés 
que les longueurs du pendule, comme je l’ai fait voir dans le troisième 
livre. Mais lorsque l’on compare des degrés éloignés, tels que ceux de 
Trance et de l’équateur; linfluence de ces irrégularités devient moins 


sensible. La comparaison des degrés dont je viens de parler, a donné 
à M. Delambre | 


a(y +y")= const. — 0,00324 (ue — 3) 


En comparant cette expression de ay + ay", à la précédente, on voit 
que les quantités Y®, Y®, etc., U,0), U,®, U,®, etc. sont très petites, 
comme cela résulte pareillement des expériences du pendule. La pre- 
mière de ces: expressions donne 


—P.(ah+ah")=A+2Q—"%.P; 
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en désignant par 
— «ah (u— :); — ah (Hz  FITLSTEE] ah . (u— :) ; 


les parties de &Y, &Y et U,®), qui sont indépendantes de w. On aura 


done, en substituant pour —P.(æh-ah"), sa valeur — 0,00324.P, 
que donnent les degrés du méridien, mesurés en France et à l'équateur, 


A = — 0,00151.P— 2° Q. 


Les degrés du méridien, mesurés en France, comparés à ceux que l’on 
a mesurés dans l’Inde, donnent le même résultat. Je suppose que les 
degrés mesurés à la surface du sphéroïde terrestre, et réduits au riveau 
de l’atmosphére supposée, sont ceux de la surface de cette atmosphère: 
Pour le faire voir, 1l suflit de prouver que la direction de la pesanteur, 
est aux quantités près de l’ordre æ&*?, la même à la surface du sphéroïde, 
et à la surface de l’atmosphère. L’angle que cette direction forme avec 
le rayon r, dans le sens du méridien, par exemple, est égal au rapport 
de la différentielle du second membre de léquation (1) du n° 2, prise 
par rapport à 8 et divisée par dû, à cette même différentielle prise par 
rapport à r et divisée par — dr; or 1l est visible que ce rapport est 
aux quantités près de l’ordre «*, le même à la surface du sphéroïde, 
qu’à celle de l’atmosphère. 
Maintenant, si nous rassemblons les trois valeurs précédentes de A, 


A = — 0,00152.P, 


A —=— 0,001558.P—?Q, 
À = — 0,00151.P — > 05 


on voit par l’ensemble de ces valeurs, que Q est insensible, et qu’en 
le supposant nul, elles s'accordent aussi bien ‘qu’on peut.le désirer. 


L’ellipticité 4h + æh° de la surface de la mer, est, par ce qui précède, 


(a+È0) 


2 | 
















































































46 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
En prenant pour À, le milieu des trois valeurs précédentes, on aura 
pour cette ellipticité, 


0,00326 — 0 ; | 


ou 0,00326 en négligeant le terme — ec) 


La précession des équinoxes donne des limites entre lesquelles lellip- 
ticité de la Terre entière, eu de l’atmosphère supposée, est comprise. 
On a par le n° 14 du cinquième livre, cette elhpticité égale à 


0,00259661..fp.afda 
0,0017301 a (1+6.0,748493).f p.a*da? 


3(1--6) étant le rapport de la masse de la Lune divisée par le cube 
de sa moyenne distance à la Terre, à la masse du Soleil divisée par le 
cube de la moyenne distance de la Terre au Soleil. En supposant ce 
rapport égal à 2,57, eomme il résulte par un milieu entre ses valeurs 
données par les phénomènes des marées, de la nutation, de la parallaxe 
lunaire, et de l’équation lunaire des tables du Soleil; en supposant 
ensuite, conformément à ce qui précède, l’élhpticité de la Terre, égale 
à 0,00326, on aura 


[red 1407 fpid.a, 


Soit (p) la densité de la surface, et supposons qu’elle augmente de 
la: Surface au centre, én progression arithmétique, en sorte que son 
expression soit (p).(1 + e—ea); l'équation précédente donnera 


Én240: 
On aura, en nommant D la densité moyenne de la Terre, 
| ] 
D= fp.da — (8). Ca + 2 e); 
substituant pour e, sa valeur précédente, on a 
D= 1,587.(p). 


in D ., #7 1 4 ’ .… 
Si l’on suppose la densité de la p'emière écorce du sphéroïde terrestre 
égale à trois fois la densité de la mer, prise pour unité, ce qui est à 


LIVRE XL #] 
peu près la densité du granit; on aura 
D — 4,76: ; 


ce qui s'accorde avec la moyenne des valeurs données par les observa- 
tions de Maskeline, sur l'attraction d’une montagne d’Ecosse, et par la 
belle expérience de Cavendish. 


Le rayon du sphéroïde terrestre est 
I — ah. (u—5)+ ax ; 


ax étant une quantité peu considérable par rapport à ah; car cette 
quantité devient plus sensible, comme on l’a vu, dans l’expression de la 
pesanteur, où cependant lexpérience a montré qu’elle est presque nulle. 
Pareillement l’expression du rayon de la surface de la mer est 


al—a.(h+W) *( —3)+ ax; 


ax" étant une quantité du même ordre que æx dont elle dépend. Elle 
est, par conséquent, peu considérable relativement à 4h. La profondeur 
de la mer est, à très peu près, la différence de ces deux rayons; elle est 
ainsi égale à 


al— ah (u— ;) JE GX" me UT, 


À l'équateur, les continens ont une grande étendue sur laquelle cette 
expression devient négative. La mer y occupe une étendue encore plus 
grande sur laquelle la même expression est positive. Dans le premier 

ah’ - 
cas, dl + 7 est moindre que la valeur de 4x — ax, correspondante 
ah 
5 
est donc une quantité très petite de l’ordre de æ&x. Très près du pôle 
boréal , où l’on a w=—1, la mer recouvre une partie du sphéroïde ter- 
restre, et en laisse une autre partie à découvert. Dans le premier cas, 


à 4 nul. Dans le second cas, il est plus grand que cette valeur. «+ 


24h" 
al—— est plus grand que la valeur de.#x— «x, correspondante 


\ h° 
à WE 1, Dans le second cas, 1l est plus petit. a/ — __ est donc une 
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quantité très petite de l’ordre de æx; donc «/ += ah élant du même 


ordre, la différence æh’ de ces quantités sera du même ordre, ainsi que 
la constante &/. Par conséquent, la mer est peu profonde, et ses pro- 
fondeurs sont peu considérables, et du même ordre que les élévations 
des continens au-dessus du niveau de la mer. Mais de même que de très 
hautes montagnes s'élèvent sur quelques pots des continens ; de même 
il peut y avoir dans quelques points du bassin de la mer, de grandes 
profondeurs. ro 

De là il suit que la surfâce du sphéroïde terrestre est à fort peu près 
elliptique ; car l’équation de l’équihibre de la surface de la mer, et qu 
donne par ce qui précède, 


ah + W)= ap -CEIQ 


deviendrait celle de l’équiibre de la surface du sphéroïde terrestre , 
supposée fluide, si la mer venait à disparaître ; ce qui rendrait ah et Q 
nuls. Ainsi ces quantités étant très petites, par ce que l’on vient de voir, 


la valeur de ah diffère très peu de celle de l’équilibre de la surface du 
sphéroïde. Les expériences du pendule prouvent non-seulement ‘que 
cette surface est à très peu près elliptique; mais encore que les diverses 
couches du sphéroïde terrestre ont à peu près une figure elliptique ; car 
les quantités aY®,.@Y%, etc. de l'expression du rayon de ces couches 
se feraient remarquer dans ces expériences, si elles étaient sensibles. 


6. Je vais présentement considérer la figure de la Terre, en la sup- 
posant formée d’un seul fluide compressible. Pour cela, je reprends 
l'équation (1) du n° 29 du troisième Livre. En y supposant, comme 
on le peut pour simplifier, Y® nul, et en comparant séparément les 
fonctions semblables ; la différentielle de cette équation , prise par rap- 
port à la quantité a considérée comme variable, donne 


dan d | 
re 4m. fpa’da ; (i) 


IT est ic1 la pression à la surface de niveau d’une couche du sphéroïde 
terrestre dont le rayon est a ; p est la densité de cette couche, et 7 est 
le rapport de la circonférence au diamètre : l’intégrale doit être prise 
depuis 4a— 0. Maintenant, si l’on suppose conformément à ce que j'ai 


LIVRE XI. £ 


dit dans le chapitre précédent, 


art 
dy us 24p ; 


24 étant une constante; on aura en intégrant 
= Kp° ms: k(p), | 
(p) étant la densité à la surface où la pression IT est supposée/nulle. 


L’équation (:) devient ainsi en faisant 2° — . ; 


dp fs 7 
| Ta = ge JP-a*da. 


Supposons p= 4p; onaura 
= ap — f'da; 
on aura donc 


= pans fr .ada ; 


ce qui donne.en différentiant 
se 
D + n°p— 0. 
L'intégrale de cette équation est : 
= À. sin az B.cos an; 


À et B étant deux constantes arbitraires ; on aura donc 
A B 
nr Sin 47 =} - + COS 471. - 


La densité p n’étant point infinie au centre où & est nul, B doit être 
nul; par conséquent 


À j 
P ps « Sin «71. 


Télle est donc la loi dé densité des éouches du sphéroïde terrestre , 
relative à la loi supposée entre a pression et Ja densité. À la surface de 
la Terre, où nous supposerons a = 1 ;-et la dénsité p égale à (p), nous 
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aurons c! r or}: 
(pp=A.smn; «+ Ge 3 ns 





Si l’on nomme D la moyenme 4 de: la Ferré; on aura: 


dés D: RAR € D; 





ox l'équation ;: ::5 I! : : a! 
dr : 
En nf pa de + 
donne à la surface 





(ra en) Em 


on a donc | 
D, ;,::#58 at DÉÉA NE 4 
CG) ie: | ner 
en faisant L | 
7 Re tmgn? 


ss j étant le rapport de la densité moyenne de à Ter re, à la densité de 
sa surface ; n° étant = ——- Cette équation dontié entré À et D, ünié rélation 
qui détermine une de ces quantités, lorsque l’autre est connue. 
L’ellipticité du sphéroïde terrestre détermine sa figure, la variation 
de la pesanteur à sa surface, les mouvemens de sôn. axe de rotation ; et 
les inégalités lunaires dues à son aplatissement. On satisfait donc à tous 
ces phénomènes, en satisfaisant à l’ellipticité déterminée précédemment. 
Si l’on nomme  l’ellipticité de la couche du sphéroïde, dont ,le,rayon 
est &, et dont p est la densité ; on a par le n° 30 du troisième Livre, 
ddh 6ñ 3 Spa adh + hda En 
da? a° fr.a da ” da 2: 
Si Pot met cette équation sous la forme xs 
8 (AS pada) a Of 6h . fpa’c da __ had} 
das SAR EE da ? 





























o— 





dp 
et si au lieu de Er 2) ON soHstne sa valeur — — nf p'ada ;: on aura 
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I] est. facile de voir que l’on. satisfait à cette équation, en faisant 
3H. dpt 


h. fpada = H.p (G—i hs 


FH étant une constante ati tetir et en observant que 


ddy" _ FPU 
FFM té 


Cette expression donne pour lellipticité k, 





m°.tangan ): 
ah — tang an/ ? 


ellipticité qui multipliée par &, devient nulle au centre du sphéroïde, où 
a est nul. On voit par le n° 30 du troisième Livre, que cette valeur de X 
est la seule admissible dans la question présente. Par le même numéro, 
l’ellipticité de la Terre est à la surface où a= 1, 


a@.h ; Fe s'ada 
/ 2 2 à 
2h.fp ada 5 h(p)+ 3. fahdp 
les intégrales étant prises depuis a nul jusqu’à «=1; 49 est le rapport 
de ss force centrifuge à la pesanteur à l’équateur. En substituant au lieu 
de? 3 FA valeur #7. = if p'ada, et au heu de À fp'ada, sa valeur pré- 
étés on aura 


a 3. 3dp".N 
à cle de EF. au — RIT ), 


n’ada 





p' étant À.sin an. On trouvera ainsi à la surface-de la Terre où 4a—1, 
l’ellipticité À du sphéroïde fs à 


ag. ae (= F 


ps ca 





q 
Je dois observer ici que M. Legendre a déterminé l'aplatissement de la 


A 
Terre, dans le cas où la densité des couches est exprimée par —.sin 47. 
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(Mémoires de l'Académie des Sciences , année 1780). En réunissant ces 
divers résultats, on a 


PET — ang 
3 
D= 2, 
(5 
ellipticité de la Terre = 0,00865.-— T7, 
3 — q —— 
27 
k = 7 


Si l’on suppose nr, 7 étant le rapport de la circonférence au 


diamètre; on aura 


9 = 5,5345; 


1 


306,6 ? 





ellipticité = 


D 
en A 
À la surface, on a 

di 


g.Cr)2 

1.(p) ? 
g étant la pesanteur, / étant la hauteur d’une colonne de la matière de 
cette surface , et qui presse un de ses points ; et 2(p) étant Paccroïssement 


de densité du point pressé. g est égal à la masse de la Terre, divisée 
par le carré de son rayon pris pour unité; on a donc 





£g — : x. D. 
Ensuite on a k =; on a ainsi 
D: 3i  3q 


Ve — * 


donc 


la valeur de z relative à la matière de Ia surface du sphéroïde est donc 
ici 5,5345.L, L'existence d’une telle substance est très admissible. 
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Si la Terre était entièrement formée d’eau, et si l’on suppose confor- 
mément aux expériences de Canton, qu’à la température de 16°, la 
densité de Peau augmente dans lé rapport de 0,000044!à Punité, par la 
pression d’une colonne verticale d’eau , de dix mètres; on aura 


q = 28,012, 
ñ— 3,0297; 


D 
TE 90479; 
ellipticité — TE 


Le coeflicient du carré du sinus de la latitude, dans l'expression de la 
longueur du pendule, sera 0,00587.-Ces résultats s’éloignent des obser- 
vations, fort au-delà des erreurs dont elles sont susceptibles. 

7. Pour comparer entre elles, les mesures, soit des degrés, soit de la 
pesanteur, on lesrapporte au niveau de lamer; et l’on peut déterminer 
l'élévation du point du sphéroïde, où l’on observe, par la hauteur du 
baromètre. Pour avoir une idée juste de ce niveau, nous avons imaginé 
une atmosphère très rare, très peu élevée, mais cependant assez pour 
embrasser toute la Terre et ses montagnes. Nous avons prouvé que 
l'élévation de la surface de cette atmosphère, au-dessus de la surface 
de la mer est constante, et nous avons prolongé cette dernière surface 
au-dessous des continens, de manière qu’elle füt toujours à la même 
distance de la surface de l'atmosphère. C’est la surface de la mer, ainsi 
prolongée, qui constitue le niveau de la mer. Mais au lieu de rapporter 
les degrés et les expériences du pendule, à ce niveau; nous les rappor- 
terons directement à la surface de l’atmosphère supposée. 

Reprenons les équations trouvées ci-dessus. 


ee af YG) 








P.(ay+ay") = 





+ etc.), 
Ecosuetue, 
P 
Mure Cou) 


a ASSITS 2a$ YC@) 











4 p'= const. ee fP: d. (= + ete.), 
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MICANIQUE. CÉLESTE, 

Si Fon retranche cette, dernière équation, dela précédentes si Von 
néglise l’action .de la mer, que nous avons vu être insensible, soit à 
raison, de son peu;de densité, soit à cause de:son peu de profondeur, ce 


qui fait disparaître | les quantités U,(?, U;6), etc. ; enfin , si l’on suppose 
les couches du sphéroïde, Tres on a 


p—P.(ay ay!) = 5 a9.P.(u 5 


Qt 
ù 


n 1 07200 7 . 
Les coefliciens de p®— > dans ay et ay" sont — ah et —«æh". Soit ag le 


, I Æ | 
coefficient de g*—>, dans l'expression de p'; on aura 


T b 
#1 ER 
aq + a(h+h) =. : 

On doit observer que æ(h +- k"!) est l’ellipticité de la: surface de 
l'atmosphère supposée, etpar conséquent celle de la surface dela mer; 
ces deux surfaces étant constamment à la même distance l’une de l'autre, 
À la surface du sphéroïde, la pesanteur p! doit être augmentée de la 
quantité 22(/— æy")P. En nommant donc ag le cocflicient de p°—2> 
dans l'expression de la pesanteur à cette surface, on aura 


"h cii 13) Gi 43 
24h"= aq 19 ; 


ce qui donnerait la différence a" des elhpticités de l'atmosphère et 
du sphéroïde terrestre, si l’on connaissait par les expériences du pen- 


dule, les valeurs de g et de 9. Mais il résulte de ces expériences faites la 
plupart, au niveau de la mer, ou peu au-dessus, que la valeur dexh" 
est très petite, et presque insensible, ce qui est conforme à ce que nous 
avons dit précédemment. La surface de l’atmosphère supposée, étant 
celle à laquelle on rapporte les mesures des degrés et de la pesanteur ;:1l 
paraît naturel de corriger .ces mesures , en ayant seulement égard à la 
distance des points où l’on observe, à cette surface; à moins que l’élé- 
vation de ces points ne soit assez rapide, pour que l’on soit assuré qu'ils 
n’appartiennent point à la partie elliptique du sphéroïde terrestre. Telle 
est la ville de Quito; où l’on a mesuré des degrés du. méridien yet, la 


longueur du pendule à secondes. Nous allons dote examiner l'effet de 
l'attraction d’un plateau élevé, sur la pesanteur. 





HAVRE RE © 5 
18} ln. ébñcoit une série dé ecnches circulaires , horirontalés, tt 
disposées de manière que leurs centres soient sur une fièmhé VértiCAlE 
et que l’on place Quito au céritré de lavouche supérieure ; en nommant 
P, la densité de ces couckies, R lé rayon de l’une d’elles, dont le centre 
est. à la! distance!r de Quito ;!la, somme des molécules de cette. couche, 
divisées par leurs distances respectives à. Quito , sera È 


27TP « ( VR+ E— r). ë 


ste RTE 
R étant supposé fort grand relativement à r, cette fonction se réduit à 
fort per pres à | + HE 


" . 
cet 
1111::114 


bol AP (REP) T à | 

élle réèté dont ‘toujours fort petité, 1, Comme 8h doit fe supposer ic, 
Rest'uné pefité fractio du rdÿôh terrestre. Éllé n’apporté ainsi qu'un 
térmiéhnsensiblé dans Péquation de l'équilibre dé Pätmosphère, et par 
conséquent la sommé dé ces’ fonctions ne produit aucun Changement 
sensible dans la valéur dela distancé dé Qiito à Ta surface dé l’atmo- 
sphère, distance que je désignerai par æy"”; en sorte que æ/— ay" est 
la hauteur de Quito au-dessus du niveau de la mer. L’attraction de la 
couche que nous venons de considérer, produit dans la pesanteur p, à 
Quito, un accroissement égal à la différentielle de la fonction précédente, 
prise par rapport à r et divisée par — dr; cet accroissement est à très 
peu près égal à 27p, ; 1l est indépendant de R, et il peut être sensible 
pour toute la montagne, pour laquelle il devient 27p,r', r' étant la 
hauteur de la montagne au-dessus du niveau du sphéroïde terrestre. La 
rapidité avec laquelle le plateau s'élève, et le peu de différence entre 
les surfaces de la mer et du sphéroïde, rendent r’ très peu différent de 
al— ay”; on peut donc l'obtenir par l’observation du baromètre. La 


“+4 
pesanteur P de la Terre étant à fort peu près 37.D, D étant la moyenne 


densité de la Terre; l'accroissement de la pesanteur, dû à l’action de 
la montagne, sera | 


5 P; De(al — ay”). 


Le rayon terrestre étant pris pour l'unité, on a relativement à Quito 
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56 MECANIQUE): CÉLESTE, 
la diminution de la pesanteur, depuis le.niveau, de la mer, est donc 


pour cette ville 


ciPns (2 5.0 
2237. ° 2-D 


Bouguer a conclu de ses expériences sur la longueur du Re cette 


di le à d 
iminution égale à 1881 ce qui donne 


D — 0,2123. 


La densité des Cordillières n’est donc qu’un cinquième environ dela 
moyenne densité de la Terre: Elle-est:peu différente de celle de l’eau, 
qui, d’après l’expérience de Cayendish., est, D. 0,182. Le peu de. densité 
de.ces-montagnes résulte, encore du peu d'effet de leur.attraction sur 
le fil-à- “plomb dans les observations des astronomes francais qui ont 
remarqué que ces montagnes sont: très. volcaniques, et qu’ainsi elles 
doivent avoir de grandes cavités dans. leur intérieur. 
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CHAPITRE IL 


Delaxe de rotation de la Terre. 





8. Soir, a(i-bay,) le rayon d’une couche du sphéroïde terrestre, 
l’origine de ce rayon étant supposée au centre de gravité du sphéroïde ; 
Y, étant fonction de 4, du sinus de la latitude, que je désignerai par u,, 
et de la longitude que je désigneräi par @:. Je suppose y, développé 
dans une suite de la forme | 


Y,0) ie Y,G) ee Y,® —j etc. : 
Y,® étant assujetti à l’équation aux différences partielles 


5 RON 2 Q 
d'(1—pa ) due ) FE = ) etes 
= | SE Er YO 


der lp 





Transportons l’origine des rayons terrestres, à un point quelconque qui 
ne soit éloigné:du centre de gravité du sphéroïde , que d’une quantité 
de l’ordre &; il est facile de voir que cela ne fait qu’augmenter Y ,() 
-de la quantité 


Qu, + Q0., Vi. sin æ,+Q. Vi —p°.co5®,. (a) 


‘Goncevons par cette nouvelle origine, un second axe parallèle au pre- 
mier, et rapportons-y les variables g, et &,. Elles ne différeront des 
précédentes, que de quantités de l’ordre à ; en négligeant donc les quan- 
utés de l’ordre a*, les valeurs de Y,®, Y,®, etc. seront les mêmes que 
les précédentes; seulement, la fonction: Y,®? sera augmentée ‘de la 
quantité (a). Nous pourrons ainsi exprimer avec cette condition, le 
rayon d’une couche terrestre rapporté à ce second axe, par a.(r+ y). 
Concevons ensuite par la nouvelle origine, un troisième axe abou- 
tissant à un, point quelconque de la surface du sphéroïdé, pour lequel 
BA, et @; soient cos À -et IT. Soient x ét ©, ce que deviennent L, et æ, 
MÉcan. céÉz. T'ome .F. 5 
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58 MECANIQUE CÉLESTE, 
relativement à ce troisième axe; les & étant compliés du méridien qui 


passe par les extrémités du second et du troisième axe. On aura par les 
formules de la Trigonométrie sphérique, 


ee 
ES 


SR 


— 


nn 





pe” 
 £ 
rs? 


= cos À.p, + sinA. V/1—4,". cos(@, — IT); 


Vrespisnæ V1, .sin(@, = IT). 


7? r 4 
: 


' V.à 
_ _—— 


4 # 
= EE pe ss 
Em 


Ce qui donne 





Vip. cosæ = cos À.W/1—u". cos(æ, — Il) — sin À .p.. 





Désignons par x, y, 3, les trois coordonnées d’une molécule dm, de 
là couche du sphéroïde dont le rayon est a.(1+ ay,), rapportées, la 
prémière au troisième axe dont nous venons de parler; la seconde, au 
plan du méridien origine des &, et la troisième au plan perpendiculaire 
à ce méridien. On aura 


+ ——— 


x a(1# ay). 
j =a.(i Hay). Vip. cose, 
sa (r + ay,).W1 —« *, Sin ©. 





On a ensuite en.exprimant par pla densité de dm, 
dm—=pe.(1+ar,).dp;.de,.d.a.(i + «y,); 


cette dernière caractéristique différentielle 4 étant uniquement relative 
à la variation de a. On aura donc k 


1 

(4! 

| 

| 

| 

A1! 
Î 

(0 

u | 

. Mi 

: 

s 1 

h1 

# 

14 
4 l 
: Ji 
Î 

| 


niRRantex : 3 
CET ON 1 


[xr.dm = Jfp.du.de,.diaf.(r Hay.) .m. Vi. cos®æ, 


mes 


[x 3.dm = = Jfp.du.daæs.d.a.(1 Hay, )ÿ.u. Vi—=pm.sne, 


fr sdm = sfp.dus. des. d.05 (1er ).(1—pt).sin®.cosæ, 





[(y°— 2°) .dm = = fpdudes. da (ray ).(1= pt) (cos sin). 





Les intégrales doivent être prises depuis g, === 1 jusqu'à me, = +; 
depuis @,=0 jusqu'a @,=227; et depuis a = 0 jusqu’à 4 x. En 
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substituant pour Z, Vi — 4", sin, Vi —u.cos@, leurs valeurs 
précédentes en g, et @,, on aura 


T … aa É 
=usin A 005 A (2— wi) 
fx y-dn=e.fp dr dæ.d.a° y. cos 2A.p. /1 — (4%, COS (71 — 11) 


+= .sinA.cosA.(1—#,°).cos(27%,—211) 


) cos A.u. V/1 — bi Sin (az, — T1) 


= — Li 5 | 
fx z.dm=afp.du.dz,.d.a Si 


ES 


| : | | 
AR —,C08 À .(1—#,°).sin (27, — 9211 
[y z.dm a he à63,À 2" + G—#°) Gx 30) 


sin. À.k). V1—4,°.sin (z; — 11) 
2 -sintA (372,9 1) 
fCy°—2) dm = à fr. du.de,.d.aÿ ÿae —2.sinA.cosA 4, (/ 1—42,2.c08(2, — 11) 


+R 


(1—%:°).cos (2#,—211) 


‘Dans ces équations, les coefficiens de:p.du,de..d,ay, sont, compris 
dans la forme Y,®%; il faut donc par le n° 17 du troisième Livre, ne 
considérer dans ÿ,, que le terme Y,®). L'expression générale. de ce 
terme est 


(Se (u— 3) h° Mae Vi Me SIN tr hp, , Vi ri. COS, 
+ 49. (1). sin 20, HO, (1). cos 2@7, ; 


h9), RO, RE, RO), R® étant des fonctions de‘a, 'On-trouvera ainsi 


faridm= — TT. à sin 2A. fpid.ah® 


+ F5 i@:c0s24 | sin FH. fp.d.aÿht 
$ + coslt. fp.d.ah®) 


1 440 1cosalt.fp.d'ash9f? 


G::. 
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XL Z _, c4TaT _f. cosil-fp.d. ah) 
fx z.dm= 2. cos As Ÿ ANT Tpsda AE 


8T.a cos 211 .fP.d. ah ® 
—$- Sin À 
TE fe sin 211./p.d.a5h® 


1 — sin 211./p.d.a} 4 


—Î2 sin A+ { cosIl. f'p.d.a5h® 


LE ae | Œ n . CRC 5 C5) 
[y 3. dm — ee ss À met r 
— sin IT. fp.d.a5h®? L> 


f(r°— z°). dm =— 2 jnrA . [e.d.ah) 


Hu Ne cos À! sin II. fp.d.ah° è 
fia A. + cosIl. f'p.d.a’h®? 


87.« in 211 l,a5h® 
s À sin 211./p.c L 
A TE ‘15° (1 A COS ) RE oII f?- d.ashA 


Maintenant, si nous imagmons que l’axe du sphéroïde auquel nous 
venons de rapporter les coordonnées x, y, 3, soit fixe dans le sphéroïde 
et dans l’espace, de manière cependant que le sphéroïde tourne libre- 
ment autour de lur; et si nous concevons ce sphéroïde recouvert en-tout 
ou én partie, par la mer ;. on voit par le chapitre précédent, que le fluide 


peut toujours prendre un ‘état d'équilibre, qu'il est possible d’obtenir 
par des approximations successives. 


Je suppose la mer parvenue à cet état : elle forme alors avec le sphé- 
roïde terrestre, un:énsemble dont toutes les parties sont immobiles entre 
elles , et peuvent. être supposées mvariablement unies. Je nomme &.H®?, 


a.HO), «.H®), &.HO), les valeurs précédentes de f x y.dm, f° x 3. dm, 


[y z.dm ;  [(y°—2°).dm : je nomme pareïllement &.H), &.H'0, 
a.H'®, &.H'®), les valeurs des mêmes intégrales rapportées à la mer. 
On aura relativement à la Terre entière, 


fxy.dm=a.(M9Æ#+ HO), fxz.dm=a.(H9+ HO), 
[y z.dm=a. HP); [7° —2).dm=a.(H® + HO). 


Maintenant ;isi l’on change le plan des y et des 3, de manière qu’en 
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passant toujours par l’axe des’ x, il forme un angle arbitraire € avec ce 
plan : en nommant y’ et z/ les coordonnées rapportées à ce nouveau 
plan, on aura | 
| Y=Y.cosé—3.sin6, 
= 3.c056 Y.sine; 
ce qui donne | 
[x y'.dm = «.(H® + HO). cos 6 — &. (HG) H/0)), sine, 
[Tr dm —= a (HO H®7). cos 6 + &.(H° + H'®).sine, 

[y'2l.dm = «.(H® Æ HO), (cos°e— sin° €) 

+ à. (HS + H'9). sine. cose. 


L’axe des æ sera un axe principal de rotation, autour duquel la Terre 
tournera librement, si l’on satisfait aux trois équations 


fxy.dm—=0o, fxz'.dm—0o, f[y'z'.dm=0. 
Les deux premières donnent : | 
HOZLHO=0o, HOÆLHG So. 


La troisième donne 


2.(H@) + H'@)) 


KANE SE TRRO EH O..? 


Pour que le centre de-gravité de la Terre soit Hbre, et dans l’axe prin- 
cipal de rotation, 1l faut que l’on ait pour toute la Terre, 


fx.dm=0, [y .dm=0,. fx: dm—0: 


or on a pour le. sphéroïde terrestre 
fa.dm=z. fp.du,.de,.d.af.(1+ ay). , 
[y.dm= z.Jp.du.de,.d.a.(1i+ ap}. Vi—pu.cosæ ; 


[a.dm — 2" fp.dus.de,.duat:(14 ay). Vi—p.sin. 
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En substituant pour 4, V4 1=— 4°, SIN @'; V I—.C00s2, leurs 
valeurs en g, et @,, on aura 


[x.dm —= à. fp.du,.de,.dafy,.[cos À.u,-+sin AA/1—pf.cos (@,—N)], 


[y.dm=ea.fp.du, de, daty,[cosA /1—p5.cos(@,—I)—sinA .u,], 
fzdm=0.fp.du,.de,.dafy, Vi p.sin (@,—"). 

Les coefliciens de p.du,.dar,.d.afy, étant compris dans la forme Y,°?, 
il ne faut, par le n° cité du troisième livre de la Mécanique céleste, 
considérer dans y, que la quantité Ÿ,°. L'expression générale de cette 
fonction est 


go ph. Vi=pésne, +g®. Vinpu.cose.. 


Il faut, par ce qui précède, augmenter Y®?, de la fonction (a). On 
aura ainsi relativement au sphéroïde terrestre, 


fx .dm — Ar .cosA .([p.d.atg®+ Q® .fp.d.af) 


+fer.sinA. | Sa a SA 
5 + cosH.(fp.d.afg9 LQ®./f.d.a)"? 


- Er sin IT. (fp.d.atg +Q qe 
{y .dm — sec rep DNS .fp.d.af) 
TéanisnA.[fr.d.#99+Q./fp.d.a, 


- Lun” OR Le fer 
fz.dm = 7 AE D ep Le . 


Soient aL®2, &LO®, «L®, ces trois valeurs de /x.dm, fy.dm, [z.dm ; 
et désignons par &L/®, aL/®, a«l/®, les mêmes intégrales relatives à 
la mer. La condition que l’axe principal passé par le centre de gravité 
de la Terre entière et soit l’origine des rayons terrestres, donnera les 
trois équations Fa j« | 


ELA 0, LOHRLAOS=o, LOLLO SE 0; 
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ces trois. équations réunies aux précédentes 


9(HG) -L H'G)) 


tang 2€ — “HO LOS HO ? 


détermineront les six indétérminées À, H, 6, Q, Q9, Q©); et alors 
l’axe de rotation sera un axe principal, et passera par le centre de 
gravité de la Terre. L'existence d’un pareil axe est donc toujours pos- 
sible, et les observations prouvent que tel'est l’axe actuel de rotation 
de la Terre. | 


On a relativement à la mer, 
Sxy.dm= [x y.ey".du,.de,, 


æy' étant sa profondeur; mais les intégrales relatives à w, et #, ne 
peuvent être prises depuis g,=—1 jusqu'à 4, =1, et depuis &,=0, 
jusqu'à æ,= 2%, que dans le cas où la mer recouvre entièrement le 
sphéroïde terrestre. Considérons ce cas particulièrement : alors, il ne 
faut substituer pour ay’, que sa partie &æYŸ’C): L’équation (4) du n° 2: 
du chapitre précédent donne | 


FT 3. fp.d.aYC) ® 1 
RS G) et je me MAR us è 
Y/O — FL one 2 (4 3) 


? 


nrbalad.e 


les quantités Y/, Y®, Y®, se rapportant ici à l’axe des w. Mais 
rapportées à l’axe des ,, elles restent les mêmes: elles ne sont que 
des manières différentes d’exprimér les fonctions du rayon terrestre 
et du rayon de chaque couche du sphéroïde, comprises dans la forme 
«YO, ou assujetties à la même équation aux différences partielles. La 
partie de Y/®, dépendante de ®, ne produit aucun terme dans H'(, 
H®,H®,H'®, Pour le faire voir, considérons la valeur de H(°, ou 
l'intégrale fx y. Ÿ'® ,du,.de,. 1 ést facile de voir que l’on peut 
donner à cette intégrale, cette forme fxy.Y'®.du.dæ; les li- 
mites des intégrales relatives à 4 et @, étant comme pour &, et @;,, 
M=—1,H=I1, ®@=0, ©@=2%. Alors en substituant dans l'intégrale 
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64 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
SU 
_— a pu, lens La ds VRST 
fxr Y'®.du.de, p Vi —m.cos®, pour xy, et = ( 5 ) 


Ed 
pour Y'®; on voit que cette intégrale est nulle; ainsi cette partie 
de Y’'® ne produit aucun terme dans H'® ,-et l’on trouverait de la 
même manière qu’elle n’en produit aucun dans H'®, H'®, et H?. 
L'autre partie de Y'® peut être exprimée par 


RC) (u°—3) + RO u, Vip.sine, + h® .V/1—u.cos æ, 
HhO,.(1—p).sm2®,+hO,.(r—m*).cos2@, ; 


et l’on aura 
3. fo. d.a5hC 
+0) ST AIT 
h!G) — h 1u 5.f?.d.a £ ‘ 
Ne ee 2 NPD RGEE TE 7 PACA, 
te. 5.fp.d. a 


en faisant successivement, 5=0, S=I, S—2, 5=—3, s—4. Cela 
posé ; les équations 


HO + HO = 0 HO <E HO —, 
donnent les suivantes £ 
RO LE Fp.d.ashkO 
o— sin2A . é—sin2ll.(k" 9 2 fh.d.ah®) : 
— cos 211.(4"9 E fo.d.an®) 


-omhes  AUA (Ed) à 
+ cost. (49 — fo.d.a5h®) 7 


OL nn AT: cos Il . (4 fp.d.ash") 
| —sinft.(4%2— fp.d.ah°®) | 

+ 2sin A! cos211.(49 Æ fp.d.ash9) 
— sin 211.(2/ E fp.d.ah®) | 


Désignons par’ f et g les coefliciens de sin 2A et de cos 2A, dans la 
première de ces deux équations ; et par m et », les coefficiens de sin A 
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et de cos À dans la seconde; on aura 


TL 


tang À = un — 
8 Se 
ce qui donne 
ù —— ON m°— n°? 


d’où l’on tire 

O—=—— 2nnf + (M n).g. 
* En substituant pour f, g, m, n, leurs valeurs, et faisant 
tang [Il = w, 


on trouve après les réductions, une équation du troisième degré en 4, 
et qui conséquemment , a une racine réelle. Cette équation coïncide avec 
l’équation du troisième degré en 4, que nous avons donnée dans le 
n° 27 du premier Livre, relativement aux axes principaux des corps 
solides. 


On remplira la condition que l’axe de rotation passe par le centre de 


gravité de la Terre entière, en observant que l’équation (4) du n° 2 du 
chapitre précédent donne 


= .d.afYQ) 
= Yo) D /r.d'ave 
Y/0 — Donne ment 


L 2 
NET fr .d.a 


en désignant donc l’expression de Y'®? par 


go pu, + g'O Vip.sne, + Vi=p.cos®, ; 


on aura 
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66 | MÉCANIQUE CÉLESTE, 
en faisant successivement s —0, s=1,#==2. Où aura ainsi pour 
toute la Terre, 


fx.dm= À 7r.cos A. [ d.atg®O + g'® + QO. fo. d. ai 
3 P 


4 f es de Ro De 
° À. 
+3 an se L+-cosT1.(f p.d'atg®-+ g'D+ Q f?.d.af) , 


: LHcosI {Jp aig® +g9 + Q®.fp.dai) 
— À ar. sin A. (Jp. d.atq"? an lan dE  fp.d.a) } 


[y.dm — R  N) sin MORE PE PE 


fz.dm— ar . | cos I. {fp. 84 + q® + QO. fp.duat) | 
5 — sin [.(f/p.d.afg® Æ g'O LL QS, [p.d.af) 


Les conditions nécessaires pour que l’axe de rotation passe par le centre 
de gravité de la Terre, sont que ces trois valeurs de fx.ém, [y.dm, 


[z.dm, soïent nulles; en les égalant donc à zéro, on déterminera les 
trois constantes Q®, Q® et Q®. Aïnsi le sphéroïde terrestre recou- 
vert en entier par la mer en équilibre, a un axe de rotation passant 
par le centre commun de gravité du sphéroïde et de la mer et autour 
duquel le sphéroïde tourne d’une manière uniforme. 

L'analyse précédente conduit à un théorème fort simple sur la déter- 
mination de cet axe. En eflet, l’équation précédente (2), donne, en 


observant que l’on peut mettre A , sous la forme f'd.a5h® 


= 57,(5) 
RO LE [p.d.ah® Sr Deere 


PE edie 


s devant être supposé succéssivement égal à 0,1,2, 3, 4. En substi- 
tuant les diverses valeurs du premier membre de cette équation, dans 
les trois équations qui déterminent les quantités À, IT et €, on voit que 
ces équations déterminent l’axe principaldu sphéroïde terrestre, lorsqu'on 
suppose les densités pide ses couches, dimmuéesde l'unité ou de la densité 
de la mer. 
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Pareillement l'équation (2) donne | | | 


IQ s : _ Î(p —1}).d.aq" 
q Yet fp-d.ag® =—- Te RTE RS, 


a red. 


Si l’on fixe l’origine des coordonnées, au centre de gravité du‘sphéroïde 
terrestre modifié par la diminution précédente de ses couches, on aura 
g®= 0; les expressions de /x.dm, [. y. dm , Jz.dm, égalées à zéro, 
donneront ainsi Q®, Q°2, Q®, nuls. Ainsi le centre de gravité de la 
Terre entière est le centre de gravité du sphéroïde terrestre ainsi modifié. 
De là résulte ce théorème : 

« Si l’on conçoit la densité des couches du sphéroïdeterrestre, diminuée 
» de la densité de la mer; et si par le centre de gravité dé ce sphéroïde 
» imaginaire, on Conçoit un axe principal-de rotation de ce sphéroïde ; 
» en faisant tourner autour de-cet axe, le vrar sphéroïde terrestre et la 
» mer, ce fluide étant en équilibre ; cet axe sera un axe principal de 
» rotation de la Terre entière dont le centre de gravité sera celui du 
» sphéroïde imaginaire. » 

Ainsi, la Terre a pour axes principaux, les trois axes principaux de 
rotation du sphéroïde imaginaire ; du moins, si la mer est assez profonde, 
pour qu’étant en équilibre, en tournant autour de ebacun de ces axes, 
elle recouvre entièrement le sphéroïde terrestre. Mais 1l y a entre un 
corps solide et la Terre, cette différence , savoir, qu'en changeant d’axe 
principal de rotation, la figure du solide reste constante; au lieu que la 
Terre change de figure, en changeant d’axe princrpal. Les trois figures 
que prend sa re en ant d’axe Pr incipal de rotation, ont entre 
elles des rapports simples et intéressans à connaitre. 

Considérons d’abord la mer en équilibre et tournant autour d’un de 
ces trois axes principaux, que je nommerai premier axe principal. Le 
rayon de la surface de la mer sera 


Lalta (VOLVO) Le. (TO + Y'A} a, (YO-EY/9)-Lete., 


l’origine de ce rayon étant au centre de gravité de la Terre entière, ælest 
la profondeur moyenne de la mer, et l’on a en nommant &m, la masse 


de ce fluide, 
a. fl. du,.de, = am. 
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pu, étant le sinus de la latitude, et &, la longitude rapportée à ce 
premier axe principal. Les intégrales devant être prises depuis u,=— 1 
jusqu’à 4, = 1, et depuis @,=—0 jusqu'à @,=27; On aura 


4r.al= am. 


On a ensuite par le n° 3 du chapitre précédent, 


AD VAE 7 DE RCA EE IT 
eme on 2h E A REA TE 3 Deer < : 


TT Qi). fr: d. 0 


et dans le cas de2=2,0ona 


d.(a’Y@) 
RATE MRC RE Te Ga SE : 5 (ur) 5) 


ue ————— 


YO — 
Te 
On aura ainsi 
gen 3. Up—:1).d.(at+5Y@) 
IG) Je YO) — >) 
AR ES Ne Ta (22+1).fo.d.a—3 ? 
et dans le cas de :=2, 
IQ) 7) ne UP) (NO eee > (rois Jp sd a? 
: +3 Bfo.d.@ — 3 


nommons & la fonction 


3.(fp—1).d.(atYO)) , 3.f(p—1).d.(a YO) | 8./(p—1).d. (a YE)) : 
8.fp.d.a—3:. AT AE ET EN PET 5.fr.d.a° —3 7.fp.d.a —3 d'a 


Le rayon de la surface de la mer sera 


2 ap.(ui—3).fp.d.a 
PRE EE nee 


Supposons maintenant la mer en équilibre tourner avec le sphéroïde 
terrestre, autour du second axe principal ; en nommant y le sinus de Ia 
latitude rapportée à cet axe, nous aurons pour l'expression du rayon 
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de la surface de la mer 


2a@.(u—3).fp.d. 0 
D ue NT EE Un 


car 1l est clair que les valeurs de «7 et de au, correspondantes aux mêmes 
points de la surface du sphéroïde terrestre, restent les mêmes dans les 
deux situations d'équilibre. 

On rapportera g, au premier axe principal, en observant que dans la 
valeur de en w,, donnée au commencement de-ce chapitre, on doit 


FT . 
supposer À —-, ce qui donne 


1—4u,° 1 Fa 1 
ue — 3 — SH) cos (2@, — 211) a (us —3). 


Ainsi dans, la seconde situation: d'équilibre de la mer, le rayon de sa 
surface sera 
5,49. [p—3+—(1—#").cos (27, —2H)] 
De EU 
+ al au-t 5.fp.d.a — 3 
On trouve de la même manière que la mer étant supposée en équilibre 


et tourner autour du troisième axe principal du sphéroïde imaginaire, 
le.rayon de sa surface est. 


5 4. D — + — 4)” ). y =— OI 
a ge 7" pe RC à )] 


Ainsi la moyenne de ces trois rayons est 


I + al an: 


elle est mdépendante de la force centrifuge aæ®, et la même que le rayon 
de la mer en équilibre sur le sphéroïde terrestre sans mouvement de 
rotation. 

L'action du Soleil'et de la Lune influe sur la figure de la mer qui, 
par là, varie à chaque instant. Parmi ces variations d’où naissent le 
flux et le reflux de la mer, quelques-unes sont constantes ‘ d’autres 
s’exécutent avec une grande lenteur. Celles qui sont rigoureusement 
constantes, concourent avec la force centrifuge, à produire la figure 
permanente de la mer. Les variations très lentes changent insensible- 






























































70 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

ment cette figure ; et vu leur lenteur et la tendance de la mer:à semettre 
promptement en équilibre, on peut supposer qu’ à chaque instant, cette 
figure est celle qui correspond à cet équilibre. 

Soit » le complément de la déclinaison d’un astre L, 4 son ascension 
droite, et f sa distance au centre dé la Terre, r étant celle d’une 
molécule dx de la-surface de la mer, dont 8 et & sont le complément 
de la latitude, et la longitude ; il faut par le n°23 du troisième Livre, 
ajouter au second membre de léquation (1) du n° 2 du chapitre 
précédent, la quantité 


7 : (PE + F-P® + etc. ) : 


la fonction 
ES she etc.) 
PURPOSES PO + 
étant le En en série ordonnée par rapport aux puissances 


e 7 du radical 


: 


nt.étant le mouvement de rotation dela Terre. On a généralement 
dpO _ 
enr CE), Ge) 


Si l’on a égard qu'aux variations Croissantes avec une grande lenteur 
par rapport au mouvement de rotation de la Terre, on aura 


[ne — 2 . : (cos® p—z). (ps — 


» > / 1 I . 
On peut négliger les termes dépendans de Fr Fo etc., vu la petitesse 


iii. PO. 


de ces fractions. L'action de l’astre L ajoutera donc au second membre 
dé l'équation (1) du n° 2; cette valeur de P® multipliée par 


L : it | ; ; 
s5 ce.qui revient à diminuer dans cette équation, le facteur æ9 , de 


al à 1 
73 | COS Vers = EL 
2 f 5 


la quantité 
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7 
L'analyse précédente subsistera donc toujours; et s1 la mer recouvrait 
entièrement le sphéroïde terrestre, la Terre aurait toujours pour axes 
principaux, ceux du sphéroïde terrestre dans lequel les densités des 
couches seraient diminuées de la densité de la mer. On doit observer 
ici que la quantité 


sp cos À) 
sv ( 5 3 }? 


n’est qu’une fraction extrêmement petite de la valeur de «9. 

Lorsque la mer ne recouvre point entièrement le sphéroïde; on peut 
toujours, par le chapitre précédent, déterminer la profondeur æy' de la 
mer en équilibre, par une approximation ordonnée suivant Îles puis- 


sances de FX (p) étant la moyenne densité de la Terre, celle de la mer 
P 


étant prise pour l’unité, La valeur de fx y .dm, devient relativement à 
la mer, æfy'. du, .d@r p.Vi—p.cosæ. En substituant pour y", 
l'expression donnée par le chapitre précédent, et pour ét 2: leurs 
valeurs en pu, et @&, ; l'intégrale préçédente étendue à toutes les valeurs 
de pu, et de &', comprises dans les limites de la mer, donnera la valeur 


de fx y.dm, relative à ve fluide, par une série ordonnée suivant les 


| 1 ù nn 4 
puissances de G le premier terme de cette série, ayant pour factéür 


c'en 1 FO, : | 
l'unité, le second terme ayant pour facteur G° et amsi de suite. En 


ajoutant cette valeur à celle de fx y.dm, relative au sphéroïde ter- 
restre, et qui a pour facteur (p) et égalant leur somme à zéro; on aura 
une équation dont le premier membre sera une série ordonnée par 


rapport aux puissances descendantes de (p), le second membre étant zéro. 
Les équations 


[xz.dm=—o, [y 3.dm=0o, [x.:dm—0, f2.dm=—0, fy.dm=—=0, 


donneront des équations semblables ; et l’on en conclura par les moyens 
connus de l’Algébre, les valeurs indéterminées A, I, €, Q®, Q®,Q, 
en séries ordonnées comme y’, par rapport aux puissances descendantes 
de (p}; ce qui déterminera l'axe principal de rotation. Mais il suffit ici 
d’en faire voir la possibilité, 
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CHAPITRE IV. 


De La chaleur de La Terre, -et de la diminution de la durée 
du jour par son refroidissement. 





s i 
9. Sorr V la chaleur d’un point quelconque d’une masse homogène, 
déterminé par les coordonnées orthogonales x, y, 2; on a l’équation 


(++ CE x. (5 


dt est l'élément du temps, et #Æ est une constante dépendante des 
propriétés de la substance, relatives à la chaleur. Lorsque la masse est 





sénérale 





, dV 
parvenue à son état final de température ; (+) est nul, et alors 





l'équation précédente devient celle que j'ai trouvée, relativement à 
l'attraction des sphéroïdes, V exprimant dans ce cas, la somme des 
molécules du corps attirant, divisées respectivement par leurs distances 
au point attiré. On peut donc déterminer par l’analyse exposée dans 
le troisième livre de la Mécanique céleste, l’état final de la température 
d’une sphère échauffée d’une manière quelconque, à l’extérieur. Ce qui 
complète l’analogie de la théorie de la chaleur avec celle de l'attraction 
des sphéroïdes, est qu’il existe à la surface, des équations de la même 
nature. À la surface d’une sphère dont r est le rayon, on a 


(= (2) 


f étant une constante, et / étant une fonction dépendante de l’action 
échauffante des causes extérieures. Cette équation répond à l’équation 
à la surface des sphéroïdes attirans, que l’on trouve dans le n° 10 du 


























troisième livre cité. 
M. Fourier a donné le premier les équations fondamentales (1) et (2), 
dans l’excellente pièce qui a remporté le prix proposé par l’Institut sur 
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la théorie de la chaleur : j’en donnerai la démonstration, dans un autre 
livre. J'observerai ici que les quantités f et k, peuvent n'être pas 
rigoureusement. constantes, et varier avec la température V; mais on 
peut sans erreur sensible, les suppeser constantes, tant que l’on ne 
considère que de petites variations de température. 

J’ai transformé l’équation (1), en coordonnées relatives à la distance r 
d’une molécule du globe à son centre ; à: la longitude 2 de cette molé- 
cule, et au sinus w de sa latitude. Elle devient alors 


ddV LAN) CT 
kr (EN D =r (ECO) + | der. + 4 Ce) |. 


1— fe 


[ 


En supposant chsaite V exprimé par une suite de termes de la forme 
cT"Y®,g09,.c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 


l’unité, et Y) étant une fonction bonne et entière de l’ordre à, 


enw, Vi—p.sin@, et Vr—u.cos®, genre de fonctions as 
j'ai fait un grand usage dans la (héoric des attractions des sphéroïdes, 
et qui sont telles que l’on a 


d —) (2) 
au à se Ge CE. Le Ce) 


1— pp? 





EL VUS 
JHéiHi. X 
on aùra 

&. raû) D 5 
or. —— SA go ii+ 1.0. 


Pour intégrer cette équation, soit 


elle devient 





EL ddq' 1.1+1.q 
D AT ie z? ; 


Faisons, en observant qu'ici la caractéristique Z embrasse tous les termes 
depuis s nul jusqu’à l’infini , 


= FO 


=. «sin (2-0) + a -c08 (38) |: 


MéÉcax, cÉz. 7'ome F. 10 


. 
D 





— 


De 
_ 


PR SE 


Er 


sue 


PEREZ 


oh 
ER EE RARE TE | 6 à M 27 ac = - 


Sr 
2 om D A me MT 


= ss - pe 


md MT Ro M RS IT 
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A et Ê étant deux constantes arbitraires. En substituant cette valeur, 
dans léquation différentielle précédente, et comparant séparément 


1n < . n . 
lès térmes multipliés par rase , et Ceux qui sont multipliés par 
2° 
COs (Z + 8 ) : 
— ) ; on formera les deux équations 


2,(25— 1). =(iost 2).(i Has 1).FETD, 
fs. FO = Gi —os + 1). (4 25). F6; 
ce qui donne 


RO (G— 9s H1).(—0s +2).(+os—1).( +25) F6); 
| 4.25.(95 — 1) 


d’où l’on tire en intégrant et faisant comme on le peut, FÔ= r; 


l (1 05 + —925s+#2) ......... REP: s 
ES os H1).(1—25s+0) (25), 


Sr 10 SU 2 


le signe + a lieu s1.s est pair, et le signe—., s’il est impair. L'expression 
précédente de F’77 donne 


1 2 C2) -C + 25 + 1) 2 
RS: 2 .(25s 4-1) F9. 





On aura afnsi 


gi = A.Z. sin (z+0 ) + Dr c0s( 2-8) | 


: étant ici un nombre entier positif, cette valeur de g(°? n’est composée 
que d’un nombre fini de termes. Pour en exclure, comme on doit le 
faire , ceux qui deviennent infinis lorsque r est nul, g{? étant toujours 


Fr . . . . e . eo FT a . 
fini, même au centre; il faut faire 8 nul, si z est pair, et 0— 7 Si d est 
impai demi-circonfér dont le ray l’unité 
impair, 7 étant la dem-circonférence dont le rayon est l'umileé. 


L’équation (2) donne à la surface où nous supposerons que r devient a 





CD fa. 


En désignant u\/nk par *, et nonmnant Z et Z', les coefliciens de 


— 


0 re m2 
on Lt be — 


a te M AR 
RE nt te à ne “ 
—— 


DE ES 
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A.sinz, et de A.cosz, dans lesquels on change 3 en 6, on aura 
| | Le ADN dis SL 
o=sine.] fZ+i. Fe) he 2" es (4), 
- cos | F+E (£ ) += 2} 


Cette équation est transcendante : elle donne pour 6 et par conséquent 
pour =, une infinité de valeurs auxquelles correspondent autant de 
fonctions de la forme Y(',.et qui sont déterminées par l’état initial de 
la chaleur du globe. 

L’équation précédente à pour une de ses racines, é—0, et la valeur 
correspondante de gt? est fr', B étant une tante arbitraire. 

Si l’on développe la partie de la fonction Z, de l'équation (2), qui est 
indépendante du temps, dans une suite de la forme 


c* 


me 
—… Ti 

ES RE RESTE ne A — 

ET nr) — - _ -_— en ht - LA 


LEE 
orper 
TT 


2160-20 on A ee doué pe 


DR D PE + PR RES TE ARE PEER OU MAÉ © mm 3 ms ue EE 


eme 


RÉ 


er 
Een Dh RD Re ms Dh CE De SP - 
mg rprpulne id. 


Te 


ER EE CT RS PSE 


_ Eté  _ - 
de 4 


RE + us 
ee 


- - LR seesl à PES 
a A 0 tn 


Y'@)_E Y'G 2 Y/@ LE etc, ; 


nt one ee) bird 


Y'C9 étant assujelti à la même équation aux différences partielles que 
YO; l’'équation-(2) donnera en comparant les fonctions semblables, 


mi ar Ne FR ai Ne NO, 


ce qui donne 


than | 
FE 
£t 
244 
: 
ER 1: 
#4! 
L 
sai 
: 
11 
ii 


EPL 6 ue Pre - 


& y22:2 ICà), 
YG)— ÿ/(), 


gt 
ai. (: +2); 


ainsi la partie de la chaleur V d’un point du globe, indépendante du 
temps, et a finit par être sa température finale, est 


RES RRRE 


Te 


EEE 





#1 + rs 





2 YO — Ÿ =. YO + etc. 
+ ESF 


On peut observer ici que cette partie de V, varie très lentement pour 
la Terre, près de la surface, à cause de la grandeur du rayon 4. Sa 
variation est insensible dans les mines les plus profondes ; ainsi l’accrois- 


sement observé dans la chaleur des mines, à mesure que TER y descend, 
J O. _ 
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76 MECANIQUE CÉLESTE, 
n’en dépend point, et paraît indiquer que le globe terrestre n’est point 
encore parvenu à son état final de température. 

On représente assez bien la température moyenne des climats, en la 
faisant proportionnelle au produit de vingt-sept degrés centésimaux , par 
le carré du cosinus de la latitude. En supposant done que la valeur de 
Y® relative à la chaleur initiale de la Terre, a déjà disparu, en sorte 


qu'il n’y ait de sensible maintenant, que la fonction de ce genre, relative 
à la chaleur solaire ; on aura 


VE 27°. (3 — ue). 


La grandeur du rayon terrestre réduit à très peu près l’équation (4) 
a celle-ci, | 


o —=.Z.sine+ Z'. cose. 


En y supposant successivement, i—=0, i—= I, 1—2, elCc., on verra 
facilement que la plus petite valeur de.e, autre que é— 0, est 7 dans 
le cas de z nul, # étant le rapport de la circonférence au diamètre : 
elle est comprise entre æ et 7, dans le:cas de = 1; entre 27 et 277, 
lorsque 2= 2; entre 27 et 27, lorsque 2=—3, et ainsi du reste. Pour 
une même valeur de z, les exponentielles c—" disparaîtront par l’ac- 
croissement du temps, les unes après les autres; l’exponentielle cor- 
respondante à la plus petite valeur de 7 et de €, disparaissant la 
dernière. Pareillement, tous les termes correspondans à ces plus petites 
valeurs , disparaîtront dans l’ordre de grandeur de À, en sorte qu'avant 
l'établissement de la température finale, il ne restera de sensible, que 


le terme 
c7"yo, q°). 


Je supposerai ici, la Terre parvenue à cet état. € est, comme on l’a vu, 
égal à 7 ; mais l'équation (4) donne plus exactement, 


ET: EL); 


#°. (: — g). 


d’où l’on tire 
ns 


[#1 
a*k 


| ASEN RUE 1 
et VC sine (re). 
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Cette équation donne: à la surface ‘où r=—=4@, la parte de Jai chaleur, 


relative à l’exponentielle,cT",.é Ha à 


FE ei 

af C . 

L’accroissement de la chaleur, à la profondeur z/-au-dessous de la sur- 
dV 

face, est, par le théorème de Taylor, —2/ Ge); et en vertu de l’équa- 


tion (2), ce terme devient fz'.V, en ne considérant dans la valeur de V 
à la surface, que la partie de la chaleur, qui est mdépendante de l’action 
des causes échauffantes à l’extérieur. Il est remarquable que cet accrois- 
sement fz'.V de la chaleur, soit indépendant du rayon du globe, et de 
la manière dont il est échauffé intérieurement, et qu'il ne dépende que 
de la chaleur des couches voisines de la surface, et de la manière dont 
elles perdent leur chaleur: Dans le cas présent, si l’on nomme # la valeur 
de V, à l’origine du temps.é.,;à.la surface; on aura 


UT 


v 


et par conséquent 


=" 





y 
a (C- 5 RE 
| [#4 
Au centre, où r est nul, cette expression donne à fort peu près 


it —E) 
V = af.h. ç æk ‘af - 


la température est donc à ce point, mcomparablement plus grande qu’à 
la surface. L’accroissement de température, à une petite profondeur z/, 
comptée de la surface, est 


An Los 2) 
Sa Cri AE à af]. 


J’observerai ici que l’analyse par laquelle je viens d'intégrer l’équa- 
tion (3), s’applique aux équations générales du mouvement des fluides ; 
et que c’est ainsi que j'ai déterminé dans le quatrième livre, les oscilla- 


üons d’un fluide qui recouvre une e sphère immobile, et qui est attiré par 
un astre en mouvement. 
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78 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
Les valeurs de Y®, Y®, Y®, etc.°sont déterminées par létat initial 
de la chaleur de la sphère. Je vais donner pour cet'objet; une méthode 


simple et qui peut s'étendre à beaucoup d’autres cas. 
Je suppose que l’état initial de la chaleur soit exprimé par la fonction 


DO UN de DO 1. 4e UC + ete. : 


Ut) étant une fonction rationnelle et entière de w, Vi—l®.sn®, 
et Vip. cos @r, assujettie à la même équation aux différences par- 
tielles que Y®, c’est-k-dire telle que lon ait 


d. rai Reed Nb: de) 
DE + 2 reed. ir. UC : 


les coefliciens sbitmibi de M étant ici, des fonctions de r. Soit @(r) 
un de ces coeficiens, et r@(r) ="; on aura par ce qui précède, 


1.11, 


T2 


2 d NI AREAS 
0-5 + An°q' 


En supposant & nul dans l'expression de V, il est facile de voir que 


l’on aura | & | 
r.@(r) = AC, g/© LE AU, 70 LE AO, 7'O LE etc. 


g®, g'®, g'®, etc., étant les valeurs de g° correspondantes aux diverses 
racines de. l’équation (4); A®, A, etc., sont les arbitraires qui 
multiplient ces valeurs, et qu'il s’agit de déterminer. Pour cela, on 
multipliera l'équation précédente par 4r.g"®?, et l’on prendra lintégralé 


depuis!r mul jusqu’à r=4, ce qui donne 


[dr.g'Or@(r) = A®, fq'93%dr + A, [g'9g'9 dr etc. 


Maintenant on a 


/ — 
[9% q'%dr= 0. 
Pour le faire du, nous observerons que l’on a," et.g T2 étant nuls 


avec 7, 


go). ddg © ao.) | trie) à 2 qCo), dg‘@3: 9 0 :dg'@)i : 
JE dr = dr cv rordr rs SU 


Le premier membre de cette équation devient, -en ÿ substituant pour 
te, el ET leurs valeurs qui résultent de Léqauon différentielle 
en g', 

[g'2q'9, kdr. (n°3 — n°>); 
n° et n° étant les valeurs de 7 relatives aux racines de l’équation (4) 
correspondantes à g'®Let g'®. De plus, à la surface, on a 


gl©). dg/Q) g'Edg 9 


Ti = cd 


dr ? 


car l'équation à la surface 
Se 


= fq (t) 


donne les deux suivantes 


= (2 f).q C2 “ant = f). gl 9; 


on a donc 


0— = f g'9q' 9. dr. (kr — kn0s), 
De là, il est aisé de: voir que Von a 


AD. f y ®ar= J'dr.rg ®.@0), 
. ce qui donne 
AG — fdr.rq'©).o(r) 
Fe RERO ? 
les intégrales étant prises depuis r=0 jusqu'à r=4. En changeant 
g'® en g'9, g'®, etc,, on aura les valeurs de A®, AG), etc,; d’où 
l’on tire le théorème suivant : 


Si l’on forme la quantité 


au L n go EL dr .rUSip 
r_: f(q}.dnFP 


n® n’étant point nul, et les intégrales étant prises depuis r nul jusqu’à r 
égal'au rayon 4 de la sphères si l’on désigne ensuite par Q(? la somme 
de toutes les quantités correspondantes à s=0, s—1, etc., jusqu’à 
s infini ; l'expression de Îa chaleur V après un temps quelconque'f, sera 
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lasomme des Te de Q correspondantes à 2 —=0ÿ i==, etc, 
jusqu’à & infini. 

Dans le cas où l’état initial de la chaleur, ne dépend que de 2 
US) est nul, lorsque z est a: à l’unité, ou plus grand ; l’expression 
de la Hal se réduit alors à QC); et l’on a le résultat “re essant que 
M. Fourier a donné le premier; pour, ce; cas, 

J'ai supposé. l’état, initial .de la chaleur, développé sous la forme 
U® + U( + etc. : ce développement est aussi naturel à admettre que 
tout autre. Il est facile d’ailleurs par le procédé du n° 16 du troisième 
Livre, de donner cette forme à toute fonction rationnelle et entière des 
coordonnées orthogonales. On pourrait aisément par l’analyse de ce 
troisième Livre, obtenir cette forme, au moyen d’intégrales définies; 
mais comme cela ne conduit à aucun résultat utile, nous nous abstien- 
drons de nous en occuper. 

On aura ainsi égard à la partie de Z de l'équation (2), qui est mdé- 
pendante des ffrotinue périodiques du temps , et que nous avons exprimée 
par Y/®-E Y/G-L etc. On a vu qu'il en résulte dans la température 
finale, la chaleur 

EVA (Dep TU) = 


vo HE Fe is = + etc. 


[#2 


+ PET 





Il est facile d’en conclure par l'analyse précédente, que si l’on forme 


Ja quantité 
rir1. Y'@) 
LS (s) 1(s) (i) 
Cr g 1, fy Or. EU 
T a. + FRA E 
PP MERE SAME 927 LE 


qe mt 


SG ®)dr 
nf) n’étant point nul, et les intégrales étant prises depuis r nul jusqu’à 
r égal au rayon & de la sphère; si l’on désigne ensuite par Q(? la somme 
de toutes les quantités correspondantes à S—0,S=—1, jusqu à s=— infini; 
l’expression de la chaleur V ‘après un n temps E bonqne. sera la somme 
de toutes les valeurs de 


(i Le Y'C) 
Gels lemme 
Q aû) | arab ? 

af 


correspondantes à 4=0,21=—=,1, etc., jusqu'à À infini. 
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Jose espérer que lés géomètres verront avec quelque intérét} cette 

nouvelle application de l’ BAL par TAQUEREE j'ai détérminé la figuré des 
corps célestes et la loi ide: la pesanteur à leur surface. 


10. Je vais maintenant considérer la diminution de la durée du:jour, 
due, au refroidissement de la Terre : pour cela, je supposerai que la 
densité des couches terrestres, croît de la surface au centre, et que 
cependant leurs propriétés pour contenir et pour émettre la chaleur, 
sont les mêmes que si elles étaient homogènes, en sorte que lexpression 
précédente de V leur soit applicable. Je supposerai de plus, ces couches 
fluides, ou du moins assez molles > pOur qu’elles prennent sans résistance, 
la figure que la compression ténd à à leur donner. Ea masse de la couche 
don p est la densité, dont r est le rayon et dr épaisseur à l’origine 
du temps €, est proportionnelle à pr°dr: Après le témps £, SE sera 
pr oportionnelle à à 


(p—+ dp}.(r dr) d{r+ dr); 


la caractéristique d' servant à exprimer les variations relatives au temps. 
En égalant ces deux-expressions de la masse de la couche, et pésrseant 
le carré de d’, on aura 


d(r°9\r) + 2; D =;05 


Pour avoir la valeur de dp, je supposerai que pour un degré centigrade 

de diminution dans la température, pris pour unité de température, 

la densité p de la couche augmente.de 10, 2 étant une très petite fraction 

que je supposerai la même à toutes les températures et pour toutes les 

couches terrestres. En exprimant par d'V, la diminution de la chaleur 

de la couche après le teraps 4, on aura | 

JP = thT V ; 

on aura donc | RE 
d,.(r°dr) Æ 4. r°dr = 0 ; 

et en intégrant 


dr = — 1, f JV .1°dr. 


Maintenant, si Pon désigne par @ la vitesse añgülaire de rotation de la 
Terre, à l’origme du temps; la somme des aires décrites par toutes ses 
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82 MÉCANIQUÉ CELESTE, 
molécules, pendant une unité de temps, sera proportionnelle à @/fpr{dr; 
sa. variation sera donc proportionnelle à la variation 


dofpridr + @.fdp.rtdr + 4@ [pr dr. dr + @ fprid. Sr. 


En substituant pour dr et ddr, leurs valeurs ürées dés équations pré- 
cédentes, cette variation devient 


 d'®.fhridr — 2i@.[(prdr.[ AN. r°dr). 


En égalant à zéro cette fonction, en vertu du principe de l'égalité des 
aires ; ON aura 
| d® 21. [(prdr.f à V. r°dr) 
RE 5 —— (9). 
o J'or*dr 


J’adopterai pour p, l’expressionla plus simple d’une densité variable, 


celle d’une densité croissante en progression arithmétique , ce qui donne 


p=(pG+e—r) à 


e étant, une constante, et (p) étant la densité à la surface. On a par 


ce qui précéde, 
21 T 2 
a°f } —— . (:-2) ‘ 
sV= À li a?h af. sinr,2.(1——) 
Tr a af ? 
ou à fort peu près 


D fhz Ts 1 
d'V — Pts. Qi). 


On a ensuite, en intégrant depuis r nul jusqu’à r = 4, 
2 f(prdrf AV. r°dr = (1 +e)(p)a.[ AV. r°dr 
— (1 +e)(p)/ SV. rdr 
——— _ e(p) .[d'Vr*dr 
2e (p)JOV « rfdr. 


On a généralement à fort peu près, 


ER PCR pe TRE. 
rérusser 1 ] QS, = S.S—]1.S—9 .5—9 
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cela posé, la formule @) deviént 


dp __ ao.ihf.t [5=eG MA 


a 


® ak ? PAPETERIE 


mm + 


ss 
rh Get em + cm Ph TEE L GLS 
= —— a — — = _ = TELE acer ee 


RÉ 


rene “eme merel Si 


sis. 
ermheitge : + 


RE À à 
ainsi la valeur de . est plus petite que dans le cas de e nul, ou d’une 


ot LE ee DE SRI OP ES 2 FENETRE NS EEE ET PLSSTHE 


D re ee mm © 


densité constante. 

Essayons présentement de déterminer les constantes de cette valeur. 
En prenant un-milieu entre les résultats des observations thermomé- 
triques, faites dans un grand nombre de mines profondes, je trouve que 
la température augmente d’un degré centésimal, pour 32 mètres de 
profondeur ; ce qui donne en st t nul à l’époque actuelle, 


D. jh. 

J’ai déterminé la valeur de £, au moyen de la diminution de la varia- 
tion annuelle de la chaleur, à mesure que l’on pénètre dans la première 
couche terrestre, phénomène dont M. Fourier a établi les lois; et dont 
on à ainsi expression la plus simple. Pour cela, je représente la variation 
de l’action de la chaleur solaire à la surface par 6.sinmt, mt étant la 
longitude moyenne du Soleil. En nommant donc z/, la distance d’un 
point intérieur de la Terre, à sa surface; l'équation (1) donnera, en 
observant que z° est très petit par rapport au rayon 4, 

dd” D) Eat 2) 
CHR LEE 


res me 


<< revemttns mer ©: 


CDR SN SEE PE 


} 
| 
| 
| 
| 
| 
| 14 


mn var hé ere ht + dé + 


V’ étant la partie de la chaleur, due au Faq de l’action 
solaire. L’équation (2) à la surface donne 


() = fV'— f6.sinmt. 


On satisfait à ces deux équations, par les deux suivantes - 


km 
V' — fe. ET. c a. \/Ë" - sin (re rs VE — 6), 
mr 
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Pour avoir la valeur de Xm, j'ai fait usage des expériences de 
M. de Saussure, que’ te savant a consignées dans le n° 1422 de son 
Voyage dans les Alpes. Il résulte de ces expériences qu’à la profondeur 
de 0"“,6 le coefficient de la variation annuelle est réduit au douzième 
environ , de sa valeur à la surface; ce qui donne 


fm 

9" Ve 
C ns — 
12 
et 


km = 2 (RE Speroñiqne de 18" 


gt, 6 


’ r LC} os . - 
La valeur précédente de . devient ainsi 


(ms(é)d 
dg __ 10.1.mt (97,6)? $ 7°) 





@ 7 Bamëäg.r* * 2.(log. hyp. 12}: ‘ 1+ie 

Pour une année,-mt est à fort peu près égal à 27. Dans la supposition 
de la Terre homogène, où e est nul, en évaluant à en mêtres, et 
en supposant, 2 égale à 0,00003; on aura après un intervalle de 
mille ans, 

PO A 

? 474? 
ee qui donne en secondes centésimales, la variation de la durée du 


[/4 


. . r A! 1 
our en deux mille ans égale à —. 
| = 

297 


On a vu précédemment que pour satisfaire à Pensemble des phéno- 
mènes, e ne doit pas être supposé nul; mais qu'il est à fort peu près 
égal à 2,349; alors, la variation de la durée du jour est moindre que 

FRET r \ 1 
la précédente, et égale à CLPA 

Je reprends lPéquation 


3 974! FA 1°. 


h exprime la température que le terme dépendant de la chaleur propre 
de la Terre ajoute à la température de sa surface. Cet accroissement 
de température est donc 
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sin (mt — 0) -— 


ce qui donne 


+ 0. 
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mnt 


L'ensemble des observations thermométriques faites chaque jour à 
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LIVRE XIL 


DE L'ATTRACTION ET DE LA RÉPULSION DES SPHÈRES, ET DES LOIS 
DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES FLUIDES ÉLASTIQUES. 





CHAPITRE 1. 


Notice hustorique des Recherches des Géomètres sur cet objel. 


x. Nevwron considéra le premier l’attraction des corps sphériques. IL 
démontra dans son ouvrage des Principes mathématiques de la Philo- 
sophie naturelle, publié en 1687, ces deux propriétés remarquables de 
la loi d'attraction réciproque au carré de la distance ; l’une, que la sphère 
attire un point situé au-dehors, comme si toute sa masse était réunie à 
son centre; l’autre, qu’un point situé au-dedans d’une couche sphérique, 
et même d’une couche elliptique dont la surface intérieure est semblable 
à la surface extérieure, et semblablement située, est égalèément attiré 
de toutes parts, ou ne recoit aucun mouvement, des attractions qu’il 
éprouve. Il paraît par une lettre de Newton à Haley, que ce fut 
en 1685 qu'il découvrit ces propriétés. Ses premières réflexions sur le 
système du monde remontent à l’année 1666. En étendant jusqu’à la 
Lune, la pesanteur terrestre, et en la supposant diminuée à cette 
distance, dans le rapport du carré du rayon de l’orbe lunaire, au carré 
du rayon de la Terre, il la compara avec la force centrifuge du mouve- 
ment de la Lune ; mais trompé par une fausse mesure du degré terrestre, 
il trouva ces deux forces inégales, et il en conclut que d’autres forces 
devaient se joindre à la pesanteur, pour retenir la Lune dans son orbite. 
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88 MECANIQUE CÉLESTE, 

En considérant la pesanteur, comme la résultante des attractions de 
toutes les molécules de la Terre, il pouvait soupçonner que la loi d’at- 
traction réciproque au carré 2e la distance, quoique vraie à trés peu 
près, à une distance aussi considérable que celle de ‘la Lune, était 
modifiée à:la petite:distance des-points de la surface de la Terré à son 
centres et c'est ce qui a lieu, emeflét, pour d’autres lois d'attraction. 
Mais on ne voit pas que Newton ait fait cette réflexion ; et ce n’est 
que vers 1685, qu’il s’occupa de la pesanteur à la surface et dans l’in- 
térieur de la Terre. Il fit voir qu’au-dessus de la surface, elle suit la 
loi inverse du carré de la distance : mais que, loin de suivre cette loi 
dans l’intérieur de la Terre, commeton: le’ suüpposait, elle diminue à 
mesure que l’on approche du centre, où elle devient nulle. 

J’ai fait voir dans le second Livre, que parmi toutes les lois d’at- 
traction décroissante à l’infini-par la distance, la loi dé la nature’ est la 
seule qui jouisse des deux propriétés que Newton lui a reconnues. 
Dans toute autre loi, l’attraction des sphères est modifiée par leurs 
dimensions. Pour déterminer.ces modifications, je suis parti des formules 
que j'ai données dans le livre cité, sur l'attraction des couches sphériques. 
J’en ai déduit, sous une forme très simple, les expressions générales de 
l'attraction des sphèrés, sui des points placés au-dedans où au-déhors, 


et dés unes sur les'aütres. Ea-comparaison de ces expressions conduit à 


ce théorème qui donne l'attraction d’une sphère sur les points intérieurs, 
lorsqu'on a/son attraction sur les points situés au-déhors, et récipro- 
quement, quelle que soit la loi de l'attraction. 

« Si l’on imagine dans li intérieur d’une sphère, une petite sphère qui 
» lui soit concentrique ; l'attraction de la grande sphère, sur un point 
» placé à la surface-de la petite, est à l’attraction de la petite sphere 
»,surun point placéà la surface de la grande , comme la grande surface 
» ! est & la petite surfaces Aïnsi les actions dé chacune des sphères sur 
» la-surface entièré de l'autre, sont égales. 5» 

Les mêmes expressions s'appliquent évidemment aux sphères dont les 
molécules $e repoussént et sont contenues par des enveloppes. Newton 
a supposéentre les moléculés d'air, une forcé répulsive réciproque à leur 
distance. Mais en appliquant à ce cas, mes formules ; je trouve que la 
pression à l’intérieur ét à la surface, Suit une loi bien différente de la loi 
générale des fluides élastiques , suivant laquéllé la pression, à tempé- 
ratures égales, est proportionnelle à la densité. Aussi Newton n’admet-il 
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la répulsion qu’une molécule doit exercer ainsi sur lesäutres, que-dans 
une très petite étendues mais l’explication qu'il donne, de ce défaut:de 
continuité, est bien peu satisfaisante. Il faut.sans doute admettre-entre 
les molécules de l’air, une loi de répulsion, qui né soit sensible qu’à 
des distances. imperceptibles.: La difficulté. consiste: à déduire de ce 
genre de forces, les lois générales que présentent les: fluides élastiques: 
Je crois y être parvenu, en appliquant: à cet vobjet; les formules dont 
je viens de parler. 

Je suppose que. les molécules des gaz. sont.à .une-distance telle: que 
leur attraction mutuelle soit insensible; ce:qui me-paräît être la propriété 
caractéristique de’ces fluides , et même des.vapeurs, de celles, du-moins, 
qu'une légère compression ne réduit point'en.parte;.à l’état liquide. 
Je suppose ensuite que ces molécules retiennent par leut attraction, le 
calorique; et :que leur répulsion mutüellé est due à là répulsion: des 
molécules du calorique, répulsion évidemment indiquée par l’accroisse- 
ment du ressort des gaz, quand leur température augmente. Jesuppose 
enfin, que cette répulsion n’est sensible qu'a: des distances, impercep- 
tibles. Je fais voir que dans ces suppositions, la pression dans l’intérieur 
et à la surface d’une. sphère formée d’un pareil'fluide, est ‘égale au 
produit du carré du nombre de ses molécules contenues dans un espace 
donné, pris pour unité, par exemple, d’un btre, par le carré du calo- 
rique renfermé dans une quelconque‘de ces molécules, et par un facteur 
constant. Ce résultat étant indépendañt.dü rayon dela sphère;ril est 
facile d’en conclure qu'il a Het quelle que: soit. la figure de l enveloppe 
qui contient le gaz. | 

J'imagine ensuite l epage pris pour unité, à une re ar PE 
ekcontenant un gaz à la même température. Il est clair qu’unemolécule 
quelconque:de ce gaz sera attemte à chaque instant , parles rayons 
caloriques émanés des corps environnans. Elle éhodré une parte de 
ces rayons ; mais il faudra pour le maintien de la température, qu’elle 
remplace ces rayons étemits > US SUN POS nement propre. La molécule, 
dans tout autre Fspare à la mème température, sera atteinte à DE 
instant, par la même quantité de rayons caloriques : elle en éteimdra la 
même partie qu’elle remplacera par son rayonnement. Cette quantitéest 
donc une fonction-de;la température; -indépendarite de- la, mature des 
corps eñvironnans ; et l’extinction:serarle/produit-dé cettetfonction!, par 
une constante dépendante de la rature’de lmoléculé ou ‘du gaz. J’ob- 
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serverai ici que la quantité de rayons caloriques émanés des corps envi- 
ronnans et qui forme la chaleur de lespace , est, à cause de l'extrême 
vitesse que l’on doit supposer à ces rayons, une partie insensible de [x 
chaleur contenue dansiles corps ; comme on l’a reconnu d’ailleurs, par 
les expériences faites pour condenser cette chaleur. Maintenant, yob- 
serve que chaque molécule du gaz, étant supposée retenir par l Te 
HQn3 son calorique ;, le ANUS de ce calorique né peut être dir 
qu’à la répulsion du calorique des molécules qui l’environnéent. Quelle 
que soit la mamière dont-cette répulsion détache des parcelles du calo- 
rique de la molécule, et la fait rayonner; il est visible que ce rayonne- 
ment sera en raison composée du calorique contenu dans les molécules 
environnantes , et du calorique propre à la moléeule: D'ailleurs cette 
raison composée est, comme on le verra dans la suite, proportionnelle 
à la pression qu’éprouve ce dernier calorique, pression à laquelle il est 
naturel de supposer le rayonnement de la molécule, proportionnel (*). 
Le calorique contenu dans les molécules environnantes est propor- 
tionnel au produit du calorique de chacune d’elles, par leur nombre. 

Ainsi le rayonnement d’une molécule du gaz, est proportionnel au 
produit du nombre des molécules de ce gaz, contenues dans l’espace 
pris pour unité, par le carré de son calorique. En égalant ce rayonne- 
ment, à extinction qui, comme.on vient de le voir, est le produit 
d’une constante, par la fonction de température, dont j'ai parlé; on 
voit que le nombre des molécules du gaz, multiplié par le carré du 
calorique d’une quelconque de ces molécules, est proportionnel à cette 
fonction. Maintenant, si dans l’expression donnée ci-dessus, de la 
pression du gaz, on substitue au produit du nombre des molécules, 
par le carré du calorique propre à chaque molécule, la fonction de la 
température , multipliée par un facteur constant; on aura cetle pression, 





(*) Dans un état d'immobilité parfaite des molécules du gaz , supposées sphé- 
riques , les molécules de leur calorique seraient pareillement immobiles. Mais cet. 
état mathématiquement possible, me paraît anssi impossible physiquement, que 
l'équilibre d’une aïguille verticale appuyée sür sa pointe : dans un fluide aussi 
mobile qu’un gaz, la plus légère agitation doit troubler l'équilibre des molécules 
et de leur calorique: Alors des, parcelles du calorique dé chaque molécule, ne 
doivent-elles, pas s’en détacher à chaque sinstant ? La figure : des itqnies ivat 
encore avoir sur leur rayonnement, une.grande influence. 
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proportionnelle au produit de cette fonction ; par le: nombre des molé- 
cules de gaz, renfermées dans l'espace pris pour unité. | 


Cette proportionnalité donne les deux lois générales des gaz. On voit 
d’abord que la température restant la même, la pression est propor- 
tionnelle au nombre des molécules du gaz, ét par conséquent, à sa 
densité ; ce qui est la loÿ de Mariote. On voit ensuite, que la pression 
restant la même); ce nombre est réciproque à la fénvtiôn de température 
dont il s’agit, fonction qui, comme on l’a vu, est indépendante de la 
nature du gaz; d’où résulte la belle loi que MM. Dalton et Gay-Lussac 
nous ont fait donnaltg: et suivant laquelle, sous la même pression, le 
même volume des divers gaz se dilate également par un accroissement 
égal de température. 


On peut se demander ICI. ce: que l’on doit entendre par le mot 
température. Si lon imagine un espace vide dont l’enveloppe soit 
partout el constamment à ut: même température; tous les points de la 
surface intérieure de cette enveloppe, se renyerront réciproquement des 
rayons caloriques qui rempliront l’espace vide, d’un fluide calorique très 
rare et mû suivant toutes les directions. On prouve facilement que la 
densité de ce calorique est la même dans tous les points de. l’espace. 
Cette densité croît avec la température de l’enveloppe : elle est la fonc- 
tion de température, dont. nous venons de parler. Il est naturel de la 
prendre pour la température elle-même, dont on aura ainsi une idée 
claire et simple. Sous une: pression constante, la densité d’un gaz, 
étant, comme on l’a vu, réciproque à cette fonction de la température ; 
son volume est proportionnel à cette fonction, et par conséquent à la 
densité du calorique de l’espace ; la température est alors représentée 
par ce volume, ét ses variations sont représentées par. les variations du 
volume d’un gaz soumis à une pression constante. Le thermomètre d’air 
devient ainsi le vrai thermomètre qui doit servir de module aux autres, 
du moins dans les limites de pression et de densité, où ce fluide obéit 
très sensiblement aux lois générales des fluides élastiques. 


Un corps en équilibre de température dans un espace, et transporté 
dans un autre espace où la densité du calorique est la même, y conser-. 
vera la même température. Si le nouvel espace a une densité différente 
de calorique, la température du corps changera jusqu’à ce que le calo- 
rique qu'il rayonne soit égal aw calorique qu'il absorbe. En général, la. 
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température: d’un corps:est la densité du SL RES de l’espace où cette 
égalité a lieu. OT ÉXLQ | 


Suivant les éxpériences de M. Gay-Lussac; si lon prend pour unité, 
le volume d’un:gaz à 4éro-de température, ou. à la température dé la 
glace fondante; ce, volume-deviént. 1,355.,.à da température dé. 100°; 
où à-la température,de lea bouillante isous, la, pression barométrique 

0",76: La densité du Er de l’espace ; à ‘zéro de températhre; ‘est 


donc représentée par = a ou par 366°$ 


Chaque moléculé d’un corps est soumise à l’action de ces trois for ces ; 

°, l'attraction des moléculesenvir onnantes; 2°. |” attraction du calorique 
mêmes molécules, plus leur attraction sur son, calorique ; 3°. la 
répulsion de son calorique per le calorique de ces molécules. Les deux 
premières forces téndént à rapprochertiles molécules entré elles : la 


‘troisième tend à les écar ter. Les trois états, solide, liquide ét L'AZEUX , 


dépendent de l'efficacité réspective de ces: M ÉCuE Dans l’état solide, la 
prentière force ést Ta plus grande : l'mfluence de x figure des HOME 
est très considérable: etelles sont unies dans le sens de leur plus grande 
attracüon. L’accroissément du calorique diminue cette influence, en 
dilatant les corps; et lorsque cet accroissement devient tel que Ce 
influence soit très petite, où nulle; la seconde force prédomine, et le 
corps prend l'état liquide. Les ARE intérieures sont alors mobiles 
entre elles; mais l'attraction de chaque molécule par les molécules si 
l’environnienit et par leur calorique, retient leur ensemble dans lé même 
espace, à l’eéxception des molécules de Ia surface, que le calorique 
enlève sous la forme de vapeurs, jusqu'a ce que la pression dé ces 

vapeurs arrête cet eflet. Enfin, quand par un nouvel accroissement 
de calorique , la troisième force l’emporte sur les deux ‘autres; toutes 
les molécules du hquide,"à l’mtérieur comme à la surface, s’écartent 
entre. elles : lé liquide prend subitement ‘un volume et une force 
expansive trés considérables : et il se dissiperait en vapeurs, sil n’était 
pas fortement cohténu par les parois du vase ou du tube qui le ren- 
ferme: C’est à. cet'état de’ gaz trés comprimé, quezM. Cagnard-Latour 
a réduit Peau, Palcool, Péther, ete. Dans cet état, les deux premières 
forces Sont éncore sensibles:-mais la densité du:fluiderne satisfait point 
xda-loi de Mariote-1Qn verra dans la:suite ;squepour y satisfaire , 
hs qu'à la loi ‘de MM. Dalton et Gay-Lussaci; oil ‘estenécessaire’que 
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le fluide soit réduit à l’état aériforme, dans lequel la troisième force 
devient la seule sensible (*).: Dans cet état, la densité du gaz contenu 
dans'un Vase est partout la.même, excepté dans les points très voisins 
des parois, à une distance égale ou «Er petite qué le rayon de la sphere 
d'activité sensible des forces attractives et répulsives, 

On doit faire ici une remarque importante: Les phénomènes de 
chaleur que présentent les passages des. corps; de l'état, solide à l’état 
liquide, et. de l’état liquide, à Fétat de ‘vapeurs , ont fait distinguer dans 
les molécules ,.deux,espèces-de chaleur ; l’une libre, ou sensible au 
thermomètre ; l’autre. insensible a thermomètre , ou! laténte. Une 
quantité considérable de-calorique: est absorbée dans ces passages et 
devient latente ; mais. elle reparaît dans le retour des vapeurs à l’état 
liquide, et: de. l’'état' liquide à l’état solide. Le, calorique absolu d’un 
corps est la sonimé de son calorique libre et. delson calorique Jatent. 
C’est ‘uniquement au calorique. hbre,; ou qui exerce une action sur le 
thermomètre, qu'il faut attribuer Jes résultats dont jai parlé. On sait 
que la. température des. gaz augmente par leur compression ,..ét l’on 
concoit que cela doit être; cär le rayonnement d’une molécule de gaz 
étant , comme on l'a vu , proportionnel au produit de la densité du gaz, 
par le carré du.calorique.hbre de la molécule; ce rayonnement et par 
conséquent la température ‘de l’espace dans lequel la molécule serait en 
équilibre de température, -doit Croître avec cette. densité. Mais la vitesse 
observée dusôn,,..et:les, expériences sur le calorique abandonné. par 
Pair sous diverses préssiôns. en.se. refroidissant | indiquent. un accrois- 
sement de calorique :latent.. par!le seul effet de la compression. Il faut 
donc. ajouter aux $nppositions, que! nous avons faites ; la considération 
de Ja chaleur latente: En modifiant ainsi. les hypothèses, d’après 
l’éxpérience, on. peut déconvrir la loi cenetalee des: PROD ; et la 
soumettre au calcul. | | 

Dans le mélange de divers gaz qui n’exercenit, point d’ action d aMinité 





(*) Ne peut-on pas admettre ayec TE DT ES que le ne des molécules 
aériennes exerce sur le calorique des molécules d’un corps: réduit en parties très 
fines , une force répulsive d'autant plus grande’ que ces iméléeules se rapprochent 
plus, de la ténuité des molécules de l'air, ce qui.doit contribuer à $ouleyer ces 
parties et à les retenir pendant, long-temps dans l’atmiosphère?, n'est-ce pas ainsi 
que les vapeurs vésiculaires qui forinent les nuages’, s'y maintiennent suspendues ? 
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les uns sur les autres, leurs molécules finissent par être méléés de 
manière que la plus petite portion du mélange renferme ‘chacun de ces 
gaz, dans la même proportion que le hélatige enlier. Chaque molécule 
dété gaz, étant suspendue dans l’espace; par l’action répulsivé*du calo- 
rique es molécules environnantes sur son propre calorique; et cette 
action étant alors égale dans tous les sens ; ‘elle est dans un état stable 
d’équihbre. Je arte l'expression il Equé de la pression que le gaz 
composé exerce sur les parois de l’espace qui le contient, et celle Fo 
rayonnement de chaque molécule de gaz. Il en résulte qu’à tempéra- 
tures égales, la pression de ce mélange est comme ‘pour ün gaz simple, 
propor tônelle à à sa densité. 11 en résulte encore que l’accroissement de 
son volume, par un accroissement de température , la pression restant 
la même, est égal à celui d’un gaz simple. Enfin, la pression que le 
mélange exerce sur les parois, est’ à températures écales: la somme des 
pressions si# chacun des gaz exercerait séparément, sil existait seul 
dans le même espace. On peut donc concevoir le mélange, comme un 
“az simple dont chaque molécule serait un groupe infiniment petit de 
molécules des divers gaz, mêéléés dans la même proportion que dans 
le mélange total. Cette manière de considérer le mélange dans l’état 
d'équilibre, peut encore s'étendre à l’état de mouvement. 
En apphauant les considérations précédentes, au mouvement des 
gaz ; je donne les équations différentielles de ce mouvement. Elles dif- 
front essentiellément dés formules connues, en ce qu’elles contiennent 
les forces qui résultent du développement de la chaleur par l’accroisse- 
ment de densité des diverses parties des gaz en mouvement. Ces forces 
” wont aucune influence sensible sur les mouvemens de l’air considéré en 
masse, tels que ses oscillations produites par les'attractions du Soleil et 
de la usé sür l’atmosphére ; mais ellés ont une influence considérabie 
sur ses vibrations. Dans le mélange de plusieurs gaz, les molécules d’un 
saz ne sont pas assujetlies aux mêmes forces, que les molécules d’un 
autre gaz; mais ces molécules s’entraînenL FR Se comme s1 le 
az composé était formé d’une infinité de groupes dans ts les molé- 
UE des gaz seraient en même propor tion que dans le mélange, et de 
plus, LAS fixement entre elles. 11 arrive ici la même chose que pour un 
corps sohde formé de substances magnétiques et non magnéliques : 
adhérence mutuelle des molécules fait que les molécules non magné- 
tiques sont éntraiînées ‘par l’action d’un aimant, avec les molécules 


LIVRE XIE 95 
masynétiqués. On a vu:ique dans le mélange des gaz, les molécules de 
chaque gaz tendent par la répulsion réciproque. de leur calorique, à se 
répandre également dans toutes les parties de l’espace. Gette tendance 
d’un ordre de:forces, très supérieur à celui des forces qui font vibrer les 
molécules des gaz, les empêche de se séparer dans leurs mouyemens. 

L’application la plus importante que l’on ait faite, des équations 
du mouvement des fluides élastiques, est relauve à la vitesse du son 
dans l’atmosphère. Newton est le premier qui s’en soit occupé, dans 
son ouvrage dés Prinçcipes.mathématiques de la Philosophie naturelle : 
sa théorie, quoique imparfaite, est un monument de son génie. Il consi- 
dère,une ligne iudéfinie de molécules aériennes; et en la supposant 
primiivement ébranlée dans une petite étendue, 1l détermine, dans 
une hypothèse particulière d’ébranlement , la mamière dont cet ébran- 
lement se propage, et le temps qu'il emploie à parvenir à une distance 
quelconque de son origine; ce qui lui donne la vitesse horizontale du 
son, ou l’espace qu'il parcourt dans une seconde sexagésimale, espace 
qu'il trouve égal à la racine carrée du produit du double de la hauteur 
dont la pesanteur fait tomber les corps, dans la première seconde, par la 
hauteur d’une colonne d’air, qui ferait équilibre à la colonne de mereure 
du baromètre; et qui aurait partout la même densité, qu’au bas de la 
colonne, Le raisonnement par lequel Newton établit ce théorème, a 
paru généralement obscur aux géomètres. Quelques-uns même l'ont 
trouvé inexact, parce qu’en lPappliquant à des ébranlemens primiufs, 
physiquement impossibles, ils sont parvenus à la même expression de la 
vitesse. Mais Lagrange a fait voir que cela tenait aux fonctions arbi- 
traires introduites par l’intégration des équations aux. différences par- 
telles du mouvement de l’air, fonctions d’une telle nature, qu'il en 
résulte la même expression de la vitesse du son. Ainsi, l’objection faite 
au raisonnement de Newton, loin d’en montrer l’inexactitude, en 
prouvait la généralité. Lagrange est le premier qui ait déduit cette 
expression, des équations analytiques aux différences partielles de ce 
mouvement. Euler et lim ont étendu leurs recherches au cas où Pair 
a trois dimensions; et ils ont trouvé que la vitesse est la même que 
dans. le cas d’une seule dimension. J’ai reconnu que le cas où Pair 
n’aurait que deux dimensions, donne encore la même vitesse, quoique 
dans ce cas, l’intégration des équations différentielles soit impossible. 
Mais la comparaison de la formule Newtonienne de la vitesse du son , 
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avec les observations, en a prouvé l’inexactitude. La. différence , qui 
s'élève au sixième de la vitesse totale, indique évidemment que deux 
forces jusqu’alors ignorées, influent sur la vitesse du son. Newton et 
les géomètres qui l’ont suivi, attribuaïent cette différence aux molécules 
étrangères que l'air tient en suspension. Mais, il est facile de voir que 
ces molécules elles-mêmes entrent en vibration , comme si elles faisaient 
partie de l’atmosphère. Le progrès de la Physique et de la Chimüe 
nous a fait connaître une force qui se développe dans les vibrations des 
gaz, et qui augmente leur ressort. Cette force est la chaleur; et j’ai 
remarqué le premier, qu’en y ayant égard, on avait l’explication véri- 
table de la différence observée. M. Poisson a développé ma remarque , 
dans un savant mémoire sur la Théorie du Son, inséré dans le Journal 
de l'École Polythecnique. Enfin, je suis parvenu au théorème sui- 
vant, que J'ai publié dans les Annales de Physique et de Chimie de 
l’année 1816. 

« La vitesse du son est égale au produit de la vitesse que donne la 
formule Newtonienne, par la racme carrée du rapport de la chaleur 
spécifique de l’air sous une pression constante, à sa chaleur spécifique 
sous un volume constant. » 

La première de ces deux chaleurs spécifiques surpasse la seconde : il 
faut employer une plus grande quantité de calorique, pour élever d’un 
degré la température d’un volume d’air, lorsqu'il reste soumis à la même 
pression, que lorsqu'il est contenu dans le même espace; et c’est la 
raison pour laquelle il développe du calorique, par le seul effet de la 
compression. Ainsi le rapport précédent surpassant l’unité, 1l augmente 
la vitesse du son conclue de la formule de Newton. Pour déterminer 
par l’expérience, ce rapport; 1l faut se rapprocher le plus qu'il'est-pos- 
sible, de ce qui à lieu dans les vibrations aériennes. La durée de la 
vibration d’une molécule d’air, est au-dessous d’une tierce sexagési- 
male. Dans ce court intervalle, le calorique absolu de la molécule 
peut être supposé constant ; car il ne peut se perdre que par le rayon- 
- nement de la molécule, ou par sa communication aux molécules voi- 
sines ; et pour rendre cette perte sensible, il faut un temps beaucoup 
plus long qu’une tierce. MM. Clément et Desormes, ont les premiers, 
par un procédé ingénieux, imité ce qui se passe à cet égard, dans les 
vibrations de l'air. Ensuite, MM. Gay-Lussac et Welter ont fait, par 
un moyen encore plus précis, un grand nombre d’expériences de ce 
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genre, qui donnent le rapport des deux chaleurs spécifiques, égal 
à r,3750. Ainsi le produit de la formule Newtonienne par la racine 
carrée de ce nombre, est la vitesse du son. 

Pour comparer st vitesse à la nature, il fallait en répéter l'éspé: 
rience d’une manière très précise, et en ayant égard à la pression de 
l'atmosphère, à sa température, et à son état hygrométrique; car si les 
observations précises font naître les théories, la précision des théories 
provoque à son tour la précision des observations. L'expérience faite 
en 1738, par les académiciens français, quoique la meilleure, laissait 
beaucoup à désirer sous ces rapports. Le Bureau des Longitudes a bien 
voulu sur ma proposition, répéter cette expérience dont le résultat ne 
différe que de trois mètres, de celui de ma formule. | 

Les nombreuses expériences de MM. Gay-Lussac et Welter, s’étendent 
depuis la température de —10°, jusqu’à celle de 40°, et depuis la pression 
de deux atmosphères, jusqu’à la pression d’un vingtième de l’atmo- 
sphère: elles donnent le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air, 
à très peu près constant dans ces grands intervalles. Par la nature de 
ces expériences, le rapport qu’elles déterminent est toujours un peu 
moindre que le véritable, et la différence doit augmenter, quand la 
pression diminue. De nouvelles expériences feront connaître s’il faut 
attribuer à cela, les anomalies observées. Mais si la constance de ce 
rapport n’est pas rigoureuse, elle est du moins fort approchée, et l’on 
peut l’adopter sans érreur sensible, dans les calculs sur l’action de la 
chaleur de l’air et des gaz. Il en résulte que ma formule de la vitesse 
du son, s'étend à toutes les élévations au-dessus du niveau de la mer; 
et c’est ce que confirme l’expérience de cette vitesse , faite par les Savans 
français et espagnols envoyés au Pérou en 1740, pour y mesurer un 
degré du méridien. Ils ont trouvé à Quito, élevé de 2800 mètres au- 
dessus du niveau de la’ mer, la vitesse du son que l’on a déterminée à ce 
niveau. 

Si l’on suppose le rapport des deux chaleurs spécifiques des gaz, rigou- 
reusement constant ; on obtient la chaleur absolue de leurs molécules, 
exprimée par une fonction arbitraire dont la forme la plus simple est 
une constante, plus une autre constante divisée par la densité du gaz, 
et multipliée par sa pression élevée à une puissance égale au rapport 
de la chaleur spécifique de ce gaz sous un volume constant, à sa chaleur 
spécifique sous une pression constante. Cette expression fort simple 
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satisfait à très peu près aux diverses expériences que l’on a faites jusqu’à 
présent sur les phènomènes de chaleur des gaz; dans leur compression 
et dans leur refroidissement, et des vapeurs, en passant à l’état liquide. 

Les principes précédens appliqués aux atmosphères donnent les lois 
de leur équilibre et de leur pression aux diverses hauteurs’, ainsi que la 
vitesse du son dans toutes les directions. Les molécules atmosphériques 
sont contenues par l'attraction du corps qu’elles environnent. Elles 
s'étendent au-dessus de sa surface, jusqu’à une limite qu'il est impos- 
siblé d’assigner, et qui dépend du poids de chaque molécule, de la force 
répulsive de son calorique, et du’ décroissement de la température. 
Mais on conçoit facilement l'existence de cette limite. Si l’on considère 
la lumière du Soleil, comme produite par les vibrations qu’il excite dans 
une atmosphère qui l'entoure ; mes formules donnent sa vitesse qui 
n’est pas un sept-centième de celle que lon observe: Il faut donc, si 
la lumière consiste dans les vibrations d’un fluide éthéré, que ce fluide 
soit comprimé dans les espaces célestes, par des forces bien supérieures 
à celles qui retiennent les atmosphères. Nous ne voyons rien dans ces 
espaces, qui puisse produire une semblable compression. 

Les physiciens qui se sont occupés avec le plus de succès, de la théorie 
de la chaleur, ont admis l’émission du calorique par les molécules des 
corps. Ils ont expliqué par là, d’une manière heureuse, l’égalité de 
température, dans tous les points d’un espace dont toutes les parties de 
l'enveloppe sont à la même température, et la réflexion du froid par 
les miroirs concaves. Ils ont déterminé les lois de la propagation de la 
chaleur; dans les corps solides. Les phénomènes les ont conduits à 
distinguer deux espèces de chaleur ; lune libre, et l’autre latente. La 
théorie précédente ajoute à ces suppositions, celle du calorique retenu 
dans chaque molécule par l'attraction de cette molécule, et celle de la 
répulsion de ce calorique par le calorique des molécules environnantes. 
Ces deux suppositions me paraissent évidemment indiquées par la force 
répulsive des gaz et par l’augmentation que cette force recoit d’un 
accroissement de température. Ma théorie étend aux molécules des gaz, 
le rayonnement admis par les physiciens. Mais pour satisfaire aux lois 
de Mariote et de MM. Dalton et Gay-Lussac, ce rayonnement doit 
être proportionnel à la compression que le calorique libre d’une molé- 
cule de gaz éprouve de la force répulsive du calorique libre des molécules 
qui l’environnent. Il paraît donc naturel d’admettre , conformément à 
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ma théorie, cette force répulsive, comme la cause du rayonnement des 
molécules des corps. Au moyen de ces suppositions, les phénomènes de 
l’expansion, de la chaleur, et des vibrations des gaz, sont ramenés à 
des forces attractives et répulsives qui ne sont sensibles qu’à des distances 
imperceptbles. Dans ma théorie de l’action capillaire, j’ai ramené à de 
semblables forces, les effets de la capillarité, Tous les phénomènes terres- 
tres dépendent de ce genre de: forces, comme les phénomènes célestes 
dépendent de la gravitation universelle. Leur considérationime paraît 
devoir être maintenant, le principal objet de la Philosophie mathéma- 
tique. Il me semble même utile de l’introduire dans les démonstrations 
de la Mécanique, en abandonnant les considérations abstraites de lignes 
sans masse flexibles ou inflexibles, et de corps parfaitement durs. Quel- 
ques essais n’ont fait voir qu'en se rapprochant ainsi de la nature, on 
pouvait donner à ces démonstrations, autant de simplicité et beaucoup 
plus de clarté que par les méthodes usitées jusqu’à ce jour. 





ES ns — = 


E 
RES à 


TI S ES RETSESISE EET, 


ns — 
DR EE © 
es ES eh nt LA cage nul 


pe 
1h 
He 
| 
Î 
1 
Al 


Le 


4 


ee 


#< 


= 


= = 
= 
a Be 4 ge med mn de 7 
ne — 


slt» : * de 


redire s5.- pi- + 7 
+ pa — 4 
LS te ge tm Ve 


CS LS 7 ML ÉSANTNALFITS 


A 


Qui named net dr emns dis end 


à Les ven 4h PPT 


= - =: es ré pte Loge vin e bi 5 en re À 
sn A ou TU et e 
que reg eg ei RE —— 


A nt nd RA “hoe—pg mn, ce VS to de beam mentir 


ou 


= EE 
“ rs: ee mt = ue = - 
mare nement dneroRene-HEnRE — ; — 
D ge a ge "he eg Er | z =  — i = 
à z Rat LAS nt 


mcm 
= = > 2 7 > : _ = . 2 = = : ser: sas 2 En e. = 
v-...mmue eme. mars mnt : han mtege =. : mnrtts net cime © ps ane cn tou 2 ns cate 


= 2 

Fan ef æ 1. 2 —. un E . 
© 
. = ER RTE Es : + . - : me pme tent 


he ma tds Pt tot tn tnt à os sh pittt tt 


eu me sa 
= 


ee ET pr 


: RS NE M APS 8.5 





EC RER dd 


100 MÉCANIQUE CÉLESTE, 


TE 


È L ”, : 
es — ps —————e _ ——— _ — 
TS 
2 ES = EE ps == D LE 








CHAPITRE IL 





Sur l'attraction des Sphères, et sur la répulsion des fluides 
élastiques. 


ne de 
= _ me qe y — 2 


>. Newron a démontré ces deux propriétés remarquables de la loi 
d'attraction réciproque au carré de la distance ; l’une, que la sphère 
attire un point situé au dehors, comme si toute sa masse était réunie à 
son centre ; l’autre, qu’un point situé au dedans d’une couche sphérique, 
ne recoit de son attraction, aucun mouvement. J’ai fait voir dans le 
second Livre, que parmi toutes les lois d'attraction décroissante à 
l'infini, par la distance, la loi de la nature est la seule qui jouisse de 
ces propriétés : dans toute autre loi d'attraction, l’action des sphères est 
modifiée par leurs dimensions. Pour déterminer ces modifications, je 
partirai des formules que j'ai données dans le n° 12 du second Livre, 
en conservant les mêmes dénominations. J’ai trouvé l'attraction d’une 
couche sphérique dont x est le rayon, et r est la distance d’un point 
extérieur à son centre, égale à la différentielle prise par rapport à r, et 
divisée par dr, de la fonction | 
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Dans cette fonction, 7 est le rapport de la circonférence au diamètre ; 
AL (r) est frdr.@,(r), et ®,(r) est fdr.@(r), @(r) exprimant la loi de 
l'attraction. Enfin, l’attraction de la couche est supposée dirigée vers 
son centre. 
Désignons /dr.A(r) par Ad, (r); fdr.A,(r) par d,(r), et ainsi de 


suite. La fonction précédente multipliée par du, et intégrée depuis 
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u=0o, jusqu'à u=R, R étant le rayon de la sphère, devient 


po [ŸHR) ++, MT, 
(+R) +4, — R) 


27. a [ie + Le dm sd: 


ou 





r 


La différentielle de cette fonction, prise par rapport à r et divisée 
par dr, donne pour l'attraction d’une sphère de la densité p, 


R)—,(r— R) 
= Le PA Ce = G— R) (A) 


Si l’on suppose la loi d'attraction o(r) égale à r—2—*; cette formule 
devient, en désignant par-M la masse de la sphère, 


277p.R°. TA 


UGS —(r—R)—e— (3—a) CEHRY TEE (FR) 41. En 
G+a).(1—2).(6—2) 


ee 
Si le point attiré est à la surface, on a r =R, et cette fonction devient 


1 0 et, PA amer 
(1—a).(1— 3) 
A une grande distance r, la même fonction devient M.r—2—4; ce n’est 
donc que dans les deux cas de 4=0 et de 4=—3, que l’attraction 
à la surface de la sphère, est à lattraction à une grande distance , dans 
le rapport donné par la loi de l'attraction, c’est-à-dire, dans le rapport 
déR Ham 
Lorsque Newton voulut reconnaître l'identité de la force qui retient 
la Lune dans son orbite, avec la pesanteur ; il supposa que la pesanteur 
d’un corps qui s’élève successivement de la surface de la Terre, diminue 
suivant le rapport des distances, donné par la loi d’attraction de la 
nature. L’exactitude de cette supposition que ce grand géomètre a 
démontrée depuis, lui aurait fait voir cette identité, s’il n’avait pas 
employé une mesure faäutive de la Terre. 
Dans le cas de &—— 1, le numérateur et le donnaleur de la 


formule (B) deviennent 13) et l’on trouve par les méthodes connues, 
que cette formule devient 
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Considérons présentement, l'attraction d’une couche sphérique, sur 
un point placé au dedans, à la distance r de son centre; R et 7” étant 
les rayons des surfaces extérieure et intérieure de la couche. L’attraction 
d’une couche dont w est le rayon, du l’épaisseur et p la densité, est par 
le n° 12 du second, lavre, 


mé + r) = ÿ(u — 27 


27 .pudu. > 


Il faut mtégrer cette quantité depuis 4 =7" jusqu'à 4 = R. Ou trou- 
vera par Lanals se PER que cette intégrale:est 
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. En comparant cette formule à la formule;(A), on voit que l'attraction 
de la couche sphérique sur le point intérieur, est la différence des pro- 
duits des attractions de la sphère intérieure dont le rayon est 7, sur 
deux points placés aux surfaces extérieure et intérieure de la couche, 


(€) 


ETES r 
mtültipliées respectivement par . et =; ce qui donne l'attraction de 
la couche sur un point intérieur, lorsque l'on. a l’attraction de la sphère 
sur les points extérieurs. 

Si l’on suppose le point attiré, à la surface intérieure de la couche ; 
r” devient r : en ajoutant à la for RE (C), l’attraction de la sphère dont 
le rayon est r, sur un point placé à sa urnes la formule (G) deviendra 


, da (RH T7) — 4, (R — r) 
ne A 


c'est l'expression de l'attraction de la sphère dont le rayon.est R, sur un 
point de son intérieur, placé à la distance r du.centre. La comparaison 
de cette formule avec la formule (A), donne le théorème suivant : 


« L’attraction: d’une sphère sur un point de: la surface d’une petite 
» sphère intérieure concentrique à la première, ést à l'attraction dela 
» petite sphère, sur un point de la surface de la grande, comme la 
» grande surface -estàila ‘petite- 5) : + 
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De là il suit que l'attraction entière d’une’sphère sur la surface de 
l’autre, est la même pour chacune d’elles. 

Je vais maintenant considérer l'attraction mutuelle de deux sphères, 


l’une sur l’autre. Soient R et R’ leurs rayons, p et p’ leurs densités et r 


la distance de leurs centres. On peut considérer la première sphère 
comme si sa masse était réumie. à son centre et attirait les points exté- 
rieurs suivant une loi d’attraction exprimée par la formule (A). En 
vertu de l’égalité de l’action à la réaction, un point attire une sphère, 
comme il en est attiré; ainsi, pour avoir l’action de la seconde sphère 
sur la premiére, il faut supposer la loi d'attraction, exprimée par la 
fonction (A). En désignant donc cette fonction par ‘@(r), on aura 


’ __27R dFY,R+rn—4,6C—-R)7, 
DORE ne NE 


ce qui donne frar.'@,(r) , que nous désignerons par “(r), égal à 
à FR +) 2,6 —R) 
27pR>. a L ñ | 


Si l’on substitue cette valeur de “{(r), au lieu de 4(r) dans la for- 
mule (A), cette formule donnera pour l'attraction de la seconde sphère 


sur la première, 


B Vs (THRÆRTD— 4, (r+R—R') 
AT. pp’. PR, Ra (= UT +R')+L4,.(r— nn); (E) 
+ + : rRR' - EE rr0e 


ce sera aussi l'attraction de la première sphère sur la seconde; c’est-à-dire, 
que l’on peut supposer les deux sphères réunies respectivement à leurs 
centres, et agissant l’une sur l’autre suivant une loi d’attraction , exprimée 
par la fonction (E) divisée par le produit des masses ou par 


pe RER 


Dans les sept intégrations qui déterminent 4,(r), on ne doit point 
s'inquiéter de l’origine de chaque intégrale, Cette origine peut être 
différente à chaque intégration, sans qu'il en résulte aucun changement 
dans la formule (E). En effet, un changement arbitraire d’origine à 
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chaque intégration, inproguit Cane la fonction si G): pan de er), 
la fonction 


A .7? —- AG), 5 1 A, 4 ne ref 73 + bis + AO : me 


À, A, elo:; étant des constantes arbitraires ; et il est facile de voir 


que ue fonction substituée FPE Ÿ, (22 dans la formule (Æ} la rend 
idéntiquement nulle. 


Si Pon suppose dr on as 


tes 
Ÿ = Ta f.é; 


et la formule Œ) devient 
— pp. RS. pe, H — ; 


c'est-à-dire que les De dt Diet comme si leurs masses 
étaient réunies à leurs centres; ce qui est gonforme à ce que Newton 
a démontré. 


3, Les formules précédentes s’appliquent évidemment à la répulsion 
des fluides élastiques contenus dans des enveloppes sphériques, PatX u 
que la densité du fluide, soit partout la même. 

Si l’on nomme p la pression du fluide; et si l’on-désigne par @ la force 
répulsive d’une sphère fluide, dont R est le rayon, et p la densité, 
sur un point placé à la distance r de son centre, et qui éprouve la 
pression p; on aura par le n° 17 du. premier Livre, 


dp _ edr, 


dr étant l’élément de la:direction de la force répulsive qui agit en sens 
contraire de la force attractive. @ est la fonction (D); f@dr est donc 


cette fonction dans laquelle‘on supprmme la différentiation par rapport 
à r; et alors on a p=—conslante 


AN 1 R = —+ R—7r} | 


Newton a supposé entre les oléceles de Fair, une force répulsive 


SHIVRE XL à | tds 


réciproque . à lt distance, © ce qui revient. à supposer or) — ES “Cette 


supposition doiné LOTS EEE] 
Hp an. hgr 215 


Cette valéur subétituée dans là féHétion (EŸ, est loin dé représenter 
lès 6béetvalions tjhi donnéht ÿ constant; aussi ce gran géomètre ne 
doihe:tAl à cétté loi dé | répulsion | PC sphère d’activité d’une 
étéridue insensiblé. Mais la manière dont il explique cé défaut de conti- 
nuité) est Bien péu satisfaisante. Îl faut sans doute admettre entre les 
molétulés dé Pair, une forcé répulsive qui ne soit sensible qu'à des 
distantes läpérébptiiles : la difficulté consiste à en déduire les lois que 
présentent les fluides élastiques. C'est ce que l’on peut, faire par les 
considérations swiyantes. 

J'obséive d’abord qu'une molécule de’ gaz où de fluide élastique , 
contériué dans une enveloppe sphérique, n'étant point en contact avéc 
lés rholéculés Voisines; elle doit être en équilibre, en vertu de loutes 


les forces répulsives qu’elle APropYes en sorte que @ doit être nul dans 
l équation 


l 


#5 — Hoi: 


ce qui donné la pression p constante dans toute l’étendué dit fluide. En 
supposaht donc conformément à l’expérience ; la pression p fonction de 
la densité dahs les fluides élastiques; à une température constante; ôn 
voit que là densité p doit être supposée la même dans toutés les parties 
du flude. Nôus démontrerons ci-après; ée résultat de Pexpéfence, 
pour tous les-points du fluide:-placés à üne distänce dé l'enveloppe, 
plus grande que le rayon de la sphère d'activité En de la force 
AI 

Maintenant, je suppose les Méca des gaz, à une distance réci- 
proque, telle que leur:attraction mutuelle’soit: insensible; ee qui mi 
paraît. être la propriété Caractéristique de, ces fluides ; et même des 
vapeurs ; de celles; du moins, qui:par une lésère compression , ne sé 
réduisent point en partie, à état liquide. Je suppose ensuite que ces 
molécules xetiennent par. leur attraction , la chaleur ; et. que leur répul- 
sion mutuelle soif due à la répulsion de molécules de la chaleur À 
répulsion dont je supposé l'étendue de‘ sphèfe d’activité, insensible. 
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Soit c la chaleur contenue dans chaque molécule de gaz; la répulsion 
de deux molécules sera évidemment proportionnelle à c*?. En nommant 
donc r leur distance mutuelle, nous exprimerons la loi de répulsion 
de deux molécules de gaz, par He. @(r), @(r) devenant insensible 
lorsque r a une valeur sensible. H est une constante qui dépend de la 
force répulsive de la chaleur, et qui.semble ainsi devoir être la même 
pour tous les gaz : mais, pour plus de généralité, je la supposerai seule- 
ment constante pour le même gaz, J'imagine présentement une enveloppe 
sphérique, remplie d’un gaz quelconque. On vient de voir que la pression 
et la densité seront les mêmes dans tous les points de cette sphère, 
placés à une distance sensible de l’enveloppe. Je conçois ensuite une 
sphère ‘intérieure .concentrique à l’enveloppe, dont R soit le rayon à 
trés peu près égal à celui de l’enveloppe,.de manière. cependant, que 
la densité de la couche du gaz qui recouvre cette sphère puisse être 
censée constante dans une étendue égale ou supérieure à celle de la 
sphère d’activité sensible de la force, répulsive de la chaleur. Si l’on 
nomme r le rayon d’une molécule de cette couche, la formule (A) du 
n° 2, donnera 


— 27. Hc°.p.R®. 2e [Et] 

pour la force répulsive que la sphère exerce sur cette molécule de la 
couche. En effet, la nature des forces qui ne sont sensibles qu’à des 
distances insensibles rend 4, (r) insensible, lorsque r a une valeur sen- 
sible. Sur quoi, j’observerai qu’en vertu de cette nature, (r) est incom- 
parablement supérieur à 4(r); ,(r) est mcomparablement supérieur 
à A}, (r), et ainsi desuite. J’affecte expression précédente du facteur He’, 
parce que @(r) a ce facteur: La fonction précédente devient encore par 
les mêmes considérations 


27 LE, Jr —R). 





Il faut multiplier cette fonction par A4wer*dr, pour avoir Pactivn 
répulsive dela sphère intérieure, sur la couche extérieure dont p est 
la densité, r le rayon, et dr l'épaisseur. Soit r—R=5s, s étant une 
quantité imperceptible ; la fonction précédente devient à très peu près 
en observant que r est supposé différer extrêmement peu deR, 


27°. Hec®, AR°ds.1d(s). 
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I] faut ensuite, pour avoir l’action entière de la sphère, intérieure sur la 
couche qui la recouvre, intégrer. cette différentielle, depuis s nul jusqu’à 
s infini; en nommant donc K l'intégrale fdsd(s) prise dans ces limites, 
on aura pour cette action, 


27. Hc*p°. 47R°K. 


Concevons maintenant toutes les molécules du gaz, liées fixement 
entre elles, et, que la couche qui recouvre la sphère, soit divisée en 
parties finies qui puissent se soulever par l’action répulsive de la sphéré, 
mais qui soient retenues par une pression P exercée sur chaque point 
de l'enveloppe. Cette pression sur l’enveloppe entière sera 47R:. P, 
à très peu près, et elle doit faire équilibre à l’action répulsive de la 
sphère, ce qui donne 

bi1:06! CAO PIEE Sr Sc, Ke 


Cette valeur de P est indépendante du rayon R de la sphère; ce qui 
tient à ce que l’action répulsive de la chaleur ne s’exerçant qu’à des 
distances insensibles, on peut ne considérer que les parties du gaz, 
extrêmement voisines du point de Penveloppe qui éprouve la pression P. 
De là et de ce que la pression p dans l’intérieur du gaz est constante, 
la force ® qu’ “pySuye chaque molécule étant nulle dans l’équation 


dp=p.@dr; 


il est facile de conclure que, quelle que soit la forme de l’enveloppe, 
la pression P du gaz est toujours 


P= 2m HKp°e*. (1) 


4. Imaginons cette enveloppe à une température #, et contenant un 
gaz à la même température. Il est clair qu’une molécule quelconque de 
ce gaz sera atteinte à chaque instant, par des rayons caloriques émanés 
des corps environnans. Elle éteindra une partie de ces rayons; mais il 
faudra, pour le maintien de la température, qu’elle remplace ces rayons 
éteints, par son rayonnement propre. La molécule, dans tout autre 
espace à la même température, sera atteinte à chaque instant par la 
même quantité de rayons caloriques : elle en étemdra une même parte 
qu’elle rendra par son rayonnement. La quantité de rayons caloriques 
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qu’uné surface donnée recoit à chaque instant: ést done uné fonétioh 
de la seule température, et indépendante de la: naturé dés corps envi- 
ronnans : jé la désignérai par H(&). L’extinctioni séra dont g.H(u), 
g étant un facteur constant dépendant de la nature de la molécule où 
du gaz. J’observerai ici que la quantité de rayons émanés des corps 
environnans, et qui forme la chaleur hbre de l’espace, est à raison de 
l'extrême vitesse:que lon doit sappober à cés rayons, uñe partie insen- 
stble de la chaleur conténue dans les coïps; comme on l’a reconnu 
d’ailleurs par les expériences que: l’on a fiutes pour :condenser cétte 
chaleur. Maintenant, quelle que soit la manière dont la chaleur des 
molécules environnantes apit par sa répulsion sur la chaleur de la mo- 
lécule-du gaz, pour eh détacher une pañtié, ét pour faire rayoriner 
cette molécule ; il est clair que ce rayonnement sera en räison comiposée 
de la chaleur et de la densité du gaz environnant la molécule, ou de pc 
et de la chaleur c contenue dans la molécule; il sera donc propor- 
tionnel à pe*; fc? est doné proportionnel à Péxtinètion g.IT(x), et 
nous pPOurrons supposer | 


pe =g Mu); (2) 


q''étañt un facteur constant dépendant de là nättüré du gaz, et Hu) 
étant une fonction de la température; indépendanité de cette nature. 

Les équations (1) et (2)-renferment les lois générales des fluides 
élastiques. Elles donnent 


Pia ip. N(ü), ° (3) 


en désignant par & le facteur 27HK.9', qui dépend de la nature du 
saz. Cette équation donné en ‘süpposant 1 température constante, 
P proporüonnel à p, ce qui est la loi de Mariote. En supposant ensuite 
P constant, la tempéralure w devenant # et la densité p devenant p', 
On a 





Le second membre de cette équation étant indépendant de la nature du 
az ; on voit que la fraction : ést kx même pour tous les gaz ; lorsque la 


température &# se change en #'; ce qui est la loi -que MM. Dalton et 
Gay-Lussac nous ont fait connaîtré, ét suivant laquelle le même vo- 
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lume » des divers gaz se change pour tous dans le même volume +’, par 
le même changement de la température w' en #'; oar on a évidemment 
’ 

5. Les considérations et l'analyse précédentes s'appliquent facilement 
au mélange des gaz et des vapeurs, qui dans ce mélange n’exercent point 
d’affinité les unes avec les autres. On sait qu’à la nine la diffusion 
de ces gaz, les répand en proportions égales dans toutes les parties du 
mélange. Je vais donc considérer le mélange de deux gaz dans cet état. 
Je le suppose dans une enveloppe sphérique. On voit d’abord que chaque 
molécule de ce mélange, étant en équilibre au milieu de toutes les forces 
répulsives qu’elle éprouve, la pression doit être la même dans toutes 
les parties du mélange. Si FPon conçoit, comme ci-dessus, une sphère 
intérieure concentrique à l'enveloppe, et d’un rayon R à très peu près 
égal à celui de cette enveloppe; on aura l’action répulsive de cette 
sphère, sur la couche très mince de gaz qui la recouvre, en considérant 
la Sphère et la couche, comme deux sphères et deux couches, formées 
des deux gaz. Soient p et p” les densités de ces gaz ; l’action de la sphère 
du premier gaz sur la couche du premier gaz, sera par ce qui précède, 
24. HKc°p°, ou Lc’p*, en désignant 27HK par L; c est la chaleur 


contenue dans chaque molécule du premier gaz, et L dépend de la: 


nature de ee gaz, qu de Ja mamière dont ses molécules se repoussent 
mutuellement en vertu de la force répulsive de la chaleur qu’elles con- 
tiennent. Il résulte encore de l’analyse précédente, que l’action répulsiv e 
du HLÉRIGE gaz sur la couche du second gaz, peut-être exprimée par 
N.cc'pp'; c’ étant la’ chaleur contenue dans une molécule du second gaz, 

et N étant une constante qui dépend de la manière dont deux molécules 
du premier et du second gaz, se repoussent mutuellement par la force 
répulsive de leur chaleur. L'action de la sphère du second gaz sur la 
couche du premier gaz, sera pareillement Nec’. pp". Enfin, l’action de 
la sphère du second gaz sur la couche du second gaz, peut être exprimée 


par L’. c’#”*. En réunissant toutes ces actions dont la somme doit être 
égale à la pression P du mélange, on aura 


PElL.ce + 2N cc. pp Hill. ep. 


On voit par ee qui précède, que cette valeur de P à heu quelle que 
soit la figure de l'enveloppe. 
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Considérons maintenant, le rayonnement de chaque molécule du gaz 
mélangé. Le rayonnement d’une molécule du premier gaz, et produit 
par l’action répulsive de la chaleur de ce gaz, sera par ce qui précède, 
proportionnel à Lc’o. Le rayonnement de la même molécule, par 
l’action du second gaz sera dans le même rapport avec Ncc'p. En 
égalant la somme de ces rayonnemens à l’extinction par la molécule, 
des rayons qu’elle recoit, et qui est proportionnelle à la fonction IH(u) 
de la température z; on aura 











. : 
EAP RS SERRE DE D og Se éme 
IE, om gs 
+ — md sac = pes - 


rt 


Lc’p + Ncc'p = 1.1 (4) ; 


z étant un facteur dépendant de la manière dont les molécules du pre- 
mier gaz éteignent les rayons caloriques. On aura pareïllement, en 
considérant le rayonnement d’une molécule du second gaz, 





L'cp + Nec'p — 1”. II(u). 





Ces deux équations multipliées respectivement par p et p', donnent 
en les ajoutant 


L. cp 2N.cc!. pp + L'ep= i.p.N(u) + ip. I (u) : 


Le premier membre de cette équation est la pression P du mélange 
à la température w. La fonction tp.II(x) serait par ce qui précède, la 
pression du premier gaz, s’il existait seul dans l’enveloppe; et &’p’.IT(u), 
serait la pression du second gaz s'il était seul. En nommant donc p 
et p” ces pressions, on aura 
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P=p+p. 


Il est facile de voir que la pression P d’un nombre quelconque de gaz 
dont les pressions partielles seraient p, p', p", etc., sera 


P=p+p + p"#+etc., 


ce qui est donné par l’expérience. 





Cette équation ayant lieu , quelle que soit N ; elle subsistera en faisant 
comme M. Dalton, N nul; c’est-à-dire, en supposant nulle, l’action 
répulsive réciproque de deux gaz différens. Mais cette hypothèse est bien 
peu naturelle : elle est d’ailleurs contraire à plusieurs phénomènes. 
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L’équation (3) donne pour un même gaz 





si l’on nomme v et #" es volumes du gaz, aux températures et w', on 


plis 
aura =; ON aura donc 


1:(4) © PYy 
I.(u) 7 Pv: 





En supposant P—P"', IT.(4) sera proportionnel à »; la fonction I(u) 
sera donc exprimée par le thermomètre d’un gaz maintenu à une 
pression constante. | 

Mais que doit-on entendre par la température w, et quelle est sa 
mesure ? Il paraît naturel de prendre pour cette mesure, la densité 
même du calorique produit dans un espace, par le rayonnement des 
corps environnans : alors I1.(4) devient 4, et cette densité est mesurée 
par les degrés du thermomètre à air, ou par ». Pour un degré d’accrois- 
sement de température, en pot de la température de la glace 
fondante, # croît de 0,00375 . v', suivant les expériences de M. Gay- 
Lussac, É valeur de », à cette température, étant exprimée par »’; d’où 
il suit que la densité du calorique de l’espace dont la température est 
celle de la glace fondante, est représentée par 266°<. 

Une supposition qu’il paraît très naturel d’admettre, est que l’action 
du calorique d’une molécule des gaz, sur le calorique d une autre molc- 
cule, ne dépend point de Ja nature de ces molécules ; ce qui donne 


D EN 


Alors on a les équations suivantes relatives au mélange d’un nombre 
quelconque de gaz, renfermé dans un litre, par exemple, mélange qui 
n’est dans un état stable d'équilibre, qu’autant que chacune de ses plus 
petites portions contient les molécules des GyCrs gaz, en même rapport 
que le mélange total. 


= 4. (pce+ ira plc" + etc.) ; 
kpc.(pe+ p'e'+ pe" + etc.) = gpu; 

el. (pe + pe + p'o!+etc.) = g'pu; (A) 
kp'c!!. (pc + + pl + pc" + etc.) = g"p'u 1/ uw! 

elc. 
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P est la pression du mélange; k est une constante dépendante de l’in- 
tensité de la force répulsive mutuelle des particules du calorique ; 
c, c’, c', etc., sont les quantités de chaleur contenues dans un gramme 
a te gaz, du second, du troisième, etc.; p, p', p’, etc., sont 
les nombres de grammes de ces ga, dans un litre du mélange; w est la 
température du mélange, et 9, g°, g", etc.s sont des constantes dépen- 


dantes de la nature de chaque gaz. 





Les équations-(A) donnent 


re 


peTinugzouid s1egtp). 
ne ? 


| Cr sine gp 
on a donc 


pe p'e' + plc" + etc. = (pq + pq + pq" + etc). 


Ainsi en faisant 


pq + pq + p'g" 2h ete. = (g).(e) ; 
pp Hp" etc. =(p}; 
Cm 
q ? 


— 2 HVhimsshite . . : = : —— . res # 
LB SE c: « - ZE z > : > = = : = ELLE 
_— —— - = = - —— —’ s 
En D ÉD 22 À one LÉ SDS RSS SO D ES tre Émnsr = RS D — =— rer 2 4-s ” nr _ ne ce cr 4 
memes se eg mn dd = rer - - ere ” = : 
= = re —" = — _— ei : ee 2 = = 


RS 


les équations (A) donneront 


P—K.(p}. CC: (5) 
k.(P).C= (9) : 2. (6) 


Ces équations sont les mêmes que les équations (3) et (4) relatives à 
un fluide simple. Elles reviennent à considérer comme molécüles du 
fluide composé , un groupe infiniment petit dans lequel les molécules 
des divers gaz entrent dans le même rapport, que dans le mélange 
entier. C est le calorique contenu dans un gramme dé ce HÉlatee ; 
(p) est le poids d’un litre du mélange. 

… L'air atmosphérique est, comme on sait, composé de quatre diflérens 
ÿaz, Savoir, l'azote, l’oxigène, la vapeur aqueuse, et un peu d’acide 
carbonique ; on peu dons TRS à ce fluide compose , les équations 
(5) et (6). On peut encore dans Jes vibrations aériènnés, considérer l'air 
comme formé de groupes pareils à ceux que je viens d'imaginer. A la 
vérité ; chaque molécule d’un de ces groupes. étant, sollicitée par des 
forces différentes , les molécules dévraiént, dans lèuïs mouvemens, se 
séparer; mais les obstacles que les autres groupes opposent à cette 
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séparation , suffisent pour des reténir ensemble, en sorte que le centre 
de gravité de chaque gronpé; se meutcomme si cesimolécules étaient liées 
fixement entre elles; etc’est ainsi que nous les EME AO dans la suite. 

Les équations 6) et (6) donnent 


PE (9).(P).u 


æansila ii ne restant ile même , la pression d’un fluide quelconque ; 
simple où composé ;'est proportionnelle à sa densité ; ce: qui est la loï de 
Mariote. 

Les mêmes équations donnent encore, pour un autre Re simple 
ou RDS | | 


À 02 oo (gl) 


(p') étant S: “densité du :second fluide, et (g') étant la valeur de (9) 
relative à ce fluide; on a flous, quelles que soient la pression P et la 
température, He | 

(#) )à (g), 

[0] (9. 
Le rapport des densités des deux fluides reste donc toujours le même ; 


ce qui est la loi de MM. Dalton et Gay-Lussac, 


REMARQUE 


“Nos devons fie 1C1 une remaique Paportante. La chaleur quernous 
ayons désignée par: ca est la-chaleur libre ou sensible d’une molécule, 
celle qui exerce une action ÉcHSDTE Sur le thermomètre, Les physiciens 
ont été conduits par les phénomènes, à distinguer dans la chaleur absolue 
d’une molécule, deux partes;’une-sensible sur le thermomètre, l’autre 
latente , ou qui n’exerce sur lui aucune action. En désignant de par ?, 
cette chaleur latente; la chäleur absolue séra € + £. 


6. Nous avons supposé dan ce qui précède, que le calorique d’une 
molécule y était retenu par l'attraction de cette LUE ERUNTE qui n'éprouyalf 
d’action sensible, que par la force répulsive qu’exerce sur cè calorique, 
celui des leche envirgnnantes: Cependant Fhaque molécule d’un 
corps est soumise à l’action de ces trois forces, 1°. la force répulsive de 
son &alorique :pardescalorique des autres molécriles; 2°, l’âttraction de 

16., 
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son calorique pär ces molécules; 3°. attraction ‘de la molécule elle- 
mêmé, soit par le calorique de ces molécules; 'soit par les molécules 
mêmes. Sans doute, ‘dans: l’état 'aériforme, la première ‘deces forces 
Pempor te beaucoup sur les autres ; maïs il! est utile: de connaître leur 
influence. 

Pour cela; ; imagine un parallélépipéde vertical , d’une e longueur et 
d’une Foire indéfinies. Je le concois rempli! d’un-gaz en: équilibre: En 
le divisant par.une section horizontale, je puis supposer toutes les molé- 
cules du gaz au-dessus de cette section, liées fixement entre elles:: je 
considère une.de ces molécules que je désigne par A; élevée de:la hau- 
teur r, au dessus de la section : son calorique sera repoussé par leccalo- 
rique d une molécule B placée au-dessoüs-de la section. Soit f la distance 
mutuelle des deux molécules; 7° la distance de la molécule B, à la 
section; et $,' la distance Hôrisbtile des déux molécules. Soit c le 
else contenu dans chaque molécule? p la densité du gaz. Il est 
facile de voir que l’ensemble du calorique des molécules:pour STATS 
r', f et s sont les mêmes que ‘pour la molécule B, exercera sur le 

calorique de la molécule A, une force répulsive qu décomposée suivant 
la verticale, sera; ,,, | 


ie EC ref), 


H.9( f) étant la loi de répulsion du calorique, à la distance f. Il faut 
multiplier cette fonction par pdsdr’, et pour avoir l’action entière 
répulsivé du gaz inférieur à la section, sur la molécule A, il faut 
prendre HRSPRR, de ce produit, dépuis s nul jusqu’à s infini, et 
depuis r’ nul jusqu’à »” infini, On a 


= (r+rt} + 3 
ainsi en ne faisant yamer que f ets, on aura : ke & 
fdf = ER GET 
le produit précédent devient donc” 
27. H.pc.(r+r!).df. CP. ds) 
Nommions ®,(f) l'intégrale. fdf:@(f) prise delmaniére que ®,(f) 
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soit nul ; lorsque f est infini. En intégrant ce produit, dep s nul 
jusqu'à s infini, On aura (X 


57H. pe?. foi A me. or +rh. 


Désignons par 4(f); l’intégrale [ fd f..@.( f) prise de maniére que 
V(f) soit nul, lorsque +: est infini. La fonction précédente intégrée 


depuis r/ nul, ; Jusqu'à r'anfini;; serà (ea oa0b trie 


D a ne. 


c’est l'expression de la ture répulsive que le liéiqué du gaz inférieur 
àla/seGtion exerce dans le'sens:vertical, sur:le calorique de la molé- 
cule’A::Scit Q la surfacede lasection horizontale dont nous avons 
parlé; il êst-faerle de Voir que l'action. verticale dugalorique: du gaz 
a ‘sut le me du'£ Baz Sapérieuus et (PUReRLER à le soulever, 
séral il 19.70 | 


qe 9 27, Q. H. p'e?. fdr. YF s: 91 


P FER étant prise depuis PRUl jusqu’ à r'infini. 

L° rt fs dr. Ar) est ce que nous avons ci-dessus nommé K ; 
ainsi le gaz supérieur est soulevé par le gaz inférieur, par une force 
égale à 


27.Q.H.K. pe. 


Mais le calorique du gaz inférieur, par l'attraction qu'il exerce sur les 
molécules du gaz supérieur, produit une force contraire. Si l’on désigne 
par M.I () , la loi de cette attraction ; il est facile de voir par ce qui 
précède qu’en nommant K’, ce que devient K,,lorsqu'on.change @( f) 
dans I( f);:la force résultante de l’attraction, des molécules supérieures 
du gaz, par le calorique. des molécules, inférieures, sera 


o7.Q.M.K'. pe; 


c’est aussi la force résultante de l'attraction du calorique supérieur, 
par les molécules du gaz inférieur. Enfin, si l’on désigne par N.T(f), 
la loi de l'attraction des molécules du gaz, les unes-sur les autres; 
on aura 


27.Q.N.K". p° 


pour la force verticale du gaz supérieur, résultante de l'attraction réci- 
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proque des molécules; K'”' étant ice que énient, K, + ee on heuge 


P(F) dans T(f). 


Par la réunion de ces diverses actions, le gaz supérieur tend à à être 
soulevé par une force égale à: 


‘27. 0. pe (BK; (où MK — NV) 





= = = = RTE PE — 
Re = = RE PSP == 
ue me nd du tn — æ+-3 = 


En désignant donc par QP la PER db ponte contenir cé gaz, 
on aura 


z 5 = 
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87. P te. 7 5 Le: Gun 
Ù(7) étantice que devient {r) ;loysque l’on A “Ra F() 


Si l'on'considère ainsi que nous le faisons, cette: compressiOn , icomme 
cause du rayoinement'de la molécule A1; ce rayonnement: devant: être 
supposé proportionnel à la température, ou : à la densité w du calorique 
de l’espace, on aura 


| 





qui say. L'action: du saloriqne d’une moléaile.B:sue là calorique: de A 
| LA sera par 0@ qui: précède, :He?. @(r),:ët l'attraction, qu'exence la molé-r 
ji cule B sur ce:même: caloniqie, sera: Mofl(r); Alinst, par .0es deux 
fi actions réunies, la répulsion du calorique de À sera He*.@(r)—Mc.H(). 
ul En considérant donc À} gomme. le’ tentre’ dune sphère indéfimie ; la 
li compression de son calorique x Par Les for ces. attractives et répulsives des 
jou molécules environnantes, sera PS Or: POELE À TEA 
(ln Rap fran. çricss sy Le mére 
Qul les intégrales étant prises depuis r'aul jü8qu’à r infini; ce qui donne 
{1 pour cette fonquon SAN PE SRE 5h appirolno of aisk 
QUE 
(st 
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1 : | : 
# 208.9 92 


ZE 


“Her. Ho) ME. fe: Jo) =L Lu; 


L étant une constante. 
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Par la loi de Mariote, onsa ‘ 
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On aura doric, en substituant pour P sa valeur précédente, 
HKc° — 2M. K/6 — NK"— 6.[He*. (0) — Mc.{0)]; 


£ étant une Constante. Cette équation devant subsister , quel sh soit C'; 

on Yoit d’abord que NK"! est nul, 6u du’ moins iletisille c’est-à- dite 
que dans l’état de gaz, la force Hnoure des molécules dispétait devant 
la force répulsive de leurs caloriques. On voit énsuite que l’on doit avoir 


Y() _ Fo) 
> 52075"? 


si dans l'état dé gaz, l attraction d’une molécule sur le calorique d’une 
autre molécule est sensible. Or il est visible que cette équation n’a Pas 
lieu, si @(r) est égal à I(r),-ou-si la loi de éêtte attraction est la même 


que dia loi de répulsion du calorique ; ce qui devient évident, en mettant 


l'équation PENSE sous Cette LORS > 


a c) : à oo) 
fr. ÿ() 7 ajär. OS 


les intégrales étant prises depuis r nul jusqu’à r infini. D'ailleurs il 
n’est pas naturel de supposer dans tous les gaz, @(r) et Il(r), tels qu’ils 
satisfassent à cette équation. Il est donc extrêmement probable que la 
force attractive du calorique d’une molécule par une autre molécule, 
est insensible dans l’état de gaz, et qu'il n’y a de sensible dans cet état, 
que la force répulsive du calorique. 

Nous avons dit précédemment que la densité d’un gaz contenu dans 
un vase pouvait être supposée la même dans toute son étendue, à l’ex- 
cepton des parties extrêmement voisines des parois du vase. Pour le 
faire voir, nous observerons que, par ce qui précède, la force répulsive 
du gaz inférieur à la section horizontale sur le gaz supérieur, est 


— 27. H.Q. fdrdr'. pic,.p'e'. (r+r').@,(r+r!); 


P,, ©, se rapportant aux molécules du gaz supérieur ; p, ec” se rappor= 
tant aux SUR du gaz inférieur. Les intégrales doivent être prises 
depuis r et r° nuls, jusqu’à r et r' infinis. il est visible que si l’on 
suppose les variations de p et de c, incomparablement moins rapides 
que celle de @(r), comme elles le sont, lorsque les molécules du gaz sont 
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1ble des parois ; les termes dus 
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ces variations , sont 
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du vase, plus le poids du gaz sup 


l’on aura 


bles, et l’on peut supposer cette 
pet c, se rapportant aux molécules contiguës à la section horizontale. 


Cette force répulsive doit balancer la pression PQ de-la surface supé- 


rieure 


insensi 


ainsi 


27, HK..p°c° 


= P— m. 











Lorsque le vase a une petite hauteur , 74 est incomparablement moindre 





que P; on peut donc alors, supposer dans toute l’étendue du gaz, 


pc constant. Le rayonnement d’une molécule À contiguë à la section 


horizontale, donne par ce qui précède, 


Hpc*. (0) = Lu. 


La température w étant donc supposée la même dans toutes les parties 


du gaz, c doit être constant, ainsi que pc; donc aussi p peut être sup- 
posé le même dans toutes ces parties, pourvu qu'elles soient à une 


distance sensible des parois. 
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7. | Cieion pour plus de simplicité, ; un cylñdre hofizontal; étroit, 
creux, rempli d’un gaz, et d’une longueur indéfinie. Soit x la Hsbiée 
d’une nelle À de gaz placée dâns Vaxe ‘du cylindre, à l’origine de 
cet axe; p la densité da gaz 7 COLHPÉDOR CALE à, cette molécule Roc C 
soit la’chaleur libre. Soie: p'ét c’ les expréssions des mêmés quantités 
relatives à une molécule B placée sur axe, à la distance xs. 11 
résulte de ce que nous venons dé: dire. à- Ja fn du chapitre précédent, 

que la force répulsive du calorique c de la molécule A, par le calorique 
du gaz entier, est dans le sens: horizontal}; $ 


— om. He. fre. sds.@, ps) 


l’intégrale étant prise depuis s égal ? à — © jusqu as 00. On a 





pe! — HS GE etc. er: 


On peut ici ne considérer que les deux premiers termes du dévelop- 
pement de p'c'; alors l'intégrale précédente deyient 





— 4z.He. Fe JS; A5) 


l'intégrale étant prise depuis 5, nul, jusqu'à s infini ; ce qui donne. 
fsds. @{s) = — [ads .L(s) = —K; 
* 4 , 1 j | | # | )! 11 Fa HN | ” fé ” | 
ainsi le gaz entier produit dans la molécule A, une force répulsive 
. , 1 e e 5 ME ECTS PTE r 3 4 d', C . 
dirigée vers l’origine des x, et°égale À 47. HKc.—e ; ce qui donne, : 


MÉécan. cé. Tome F. 17 


TP TEST 


a — 
ST 2 -Jh E 


BRETTRRIET— 


HSE e— 
2e qe 


D 
ratez £ 


ES — = TT = _ : _— — = 
= : er — - —— = = 
- - —— - - — : ee —— ——— 
r> g ns en - - .  —— —— ——— 
SET EEE Éd a è 
per er pe - un qn ve Re e- 
- a — — —— = re ns 2e sur ne ne rue 


re 


RE ee mg, qe mm 


ex = 


ZTRECREES ON IS 


——. 


2 
ei 


Fit 


D + mem, — 


k 
1 
à 
8 
f 
f 
ÿ 


! 
d 
FEI 
ul 
A 


JT ins 
Li 


7 RE 


Des ges a men à 
me Dee ee mms LE mms es 
es ss Æ ; 


be SE game em — de 


BRESIL à 
. Re 


on) 
ENT 


En ne me 


ES 


Em 
LL … 


LT Ted te ee 


Te re ppm a re a — _ 
Œ ee = == = - - re TRES — ni Eee RE — — z 


Se 


a 


ax = 





Î -- x 
’ ((/{4 
: } L 
1 4. 14 ne 
1 ! 
AUE ! HE EN 
n 14 ou Wl 
. | : | 
| vi | 
14 5 : 
L : 
16 n 
MP ; 1 
} * : (] 
| | | 
HU 41 
(AR 
1 1 [h 
nl ; Wii ! 
| s} {! 
|' ‘ 
| 11 4 
LU 1h 
(fl fl nt L 
(fl LEA ! Al: 
| 4 1 
| 
| 
« { 1 
| t | 
| "il 
l : À ] 
, à { 
À! : 
' \ | 
| . | 
il ! | Î 
h 1 | 
LT a 
AL QU 
| DA A'aU ILE 
{l lENID | 
AN Ut 
1! [ 4 1! 
| k 
| 
| Î Al 
: ) L 
|| (Ep! | 
l t 1 
11 : 1 
| 
nl k 
L L 4 
W L All 
AN A Il 
RU R! 
: | 
: "1 2 1h 
4 ’ 
l à | 
\ | 1h k 
| AAteill 
| r 
| l \d 
| 1h 
PR pu 
: ; 
L Il 
' N ul 
: : 1W 
. Q M il » 
1 | Î 
Î > CU 
D U | 4 
ï ILE 
11t | 
N en | 
11! | 
11h 
NL 4 | 
1 
14 4 
| EU 
: AU 
1 | 
L : L 
ET 
: ‘HE ! 
| | : 
! 18 EN 
: qi : 
j 4 1 ’ 
Upinih | 
| nn! 
rm PUR 
| OUI 
4 L 
1] fl ? 1 
LAN ML | 
} LE RATE 
. : M A 
PIE AT LU 
3 1: 
} 14 
\ AU 
€ 
| EU 
1 l nl 
WAUEE HE 
| 
LOU 1h 
PAT | 
| : 
CLEA 
ds DHL HU 
(| on : 
1! |: ll! 
AU 
HE If! 
Loi! 4] | 
; i 
Q CE 
AN ANR U! 

+ : 
RAA 
111 | 
F DE LL 
| 14 | 
12 1h 
: | 
{ U HU 
TARA 

il h Ë 
| t 1: | 
fil 
N (NE 
{ {ill 
1 4 | 
4 NE 4 t 
| N 1| 
4 ! (l 
tour Il 
| ' | 
M! 
| | 
D til 
in 111 
HER 4 
N | 
UN AE 
TER M 
HUE 1 
Hi AL 
nl t 
dl 1) 
\ | }f 
5 INR 
hr H 4} 
# hi! 
: | 
"| | 
EU |! 
DM 4H! ! 
un { 
iv { { ‘ 
HR | 
l'E QU 4 1 
NUE 2 1 | 
IN ! 14 
û Î M 
| 
| ! 
nt 1 ,n 
\ À | 
Ah | RII 
14 | : 
RU [HA 
1 1 
ne! ! 
RUE Il 
DS 4 
: 1! 
uit Hot e i 
h } 
a! l 
HER 
| 4 QU ! 
| { | 
Ur A | 
| { 
Lil | si | 
UT! 
LR TE 1 AE 
H! | | on 
{| } DEN 
M | Int 
IE A1 El Al! 
ÿ! (} 
Lui 11 
1 AL EN [1 NEON 
! \ À 
{ |! | 11! 
UE EN ALTO 
EAU ALLIE 
(RAF EI 11 
111 | Û | 
LEE RTE NN 
{ll Qi PANI 
INE MONT 11m | 
(NE WI L 
MIE AI Nil! 
IE NL RUENT NR 
| | 
114 (NE: 
| | } 
; : | 1 Le 
LUE FT à 
| LE TPIHIRE 
'N| : | 
| } f 
WI 1 | 
\ l'E 
1. 14 I 
EI 1# 
RUMEUR ll 
LU | | } 
WA 
L (| 
| h 118 
: |! 
î 
| | 


RS 




















ra0 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
en nommant dt, l'élément du RES 


ddx pc 
PE rs AAA Ce ee. 





Soit X la coordonnée horizontale de la molécule À dans l’état d’équi- 
libre, et faisons x=X+3, 2 étant 1 une FE très petite 1 rapport 


à X. \SAppbin RE 
pc dp 
ésnee 0. E) 


<— 








En nommant (#) la densité du gaz dans l’état d'équilibre, on aura 


A de 
Pix | | 
r 7° : r | dl S ; Gi | 
En négligeant, le carré de dz, et observant que () est égal à (FE 


(= (FR) 
Ka = 


HK.(p)e*. (1—€) (is) 


on aura 


On a ensuite 


on aura donc 





équation dans laquelle on peut supposer que c se rapporte ainsi que (p), 
à l’état d'équilibre, puisque l’on néglige les termes de l’ordre z*. La 
pression du gaz dans l’état dequibbte : étant exprimée par P; on a par 
le chapitre précédent, | 


PR — om HR .(r) C 


dd: 2P dde | 

ae) G 06) Gr ; 
Aïnsi la vitesse du son, ou Sp qu parcourt dans une seconde, 
étant comme l’on sait, et comme il est facile de Le conclure de l’équation 


on aura donc 


DE : He . ddz : , | 
précédente, la racme carrée du coefficient de (x): cette vitesse sera 


5: (UE) 
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Pour appliquer cette formule à Par malien soit oachauteur 
d’une atmosphère de {a identité (p}, et la hauteur doht-la pestiteur 
fait: tomber À les eos dans: une seconde; cette vitessé sera 19) eu 


Ne FES ï 9 | sir j 


Les géomètres en étendant ces principes et celte sup di au Cas. fe 
a trois dimensions, trouveront HUGUES que dans ce cas. la vitesse du 
son a la même expression. 


La formule de Newton donne Va pour l'expression. de, cette 
vitesse.) En partant des valeurs connues de £ set, de k, relle, sait, 4 
283",4 dans une seconde sexagésimale, à la température de, 7 
L'expérience faite en,1738,, par: les académiciens, français ,. a ne 
à cette température, 337"*,2. Il est donc bien certain que la formule 
de Newton donne un résultat (op fable. Si la valeur de £ était nulle, 
ce qui rendrait c cConistant et par conséquent 6 nul; la formule 
trouvée ci-dessus, donnerait {00"“*,/4 pour la vitesse ‘dé 868 $ vésuhtat 
trop considérable. H ‘est done bien _prouyé par cette expérience, qu'il 
existe une ‘chaleur latente i, dans les molécules des gaz. 


Je vais maintenant -déterminer la valeur de 1—6, dont dépend, 
comme on l’a vu, la vitesse du son dans l’atmosphère. Pour cela, j’ob- 
serve que pendant la courte-durée d’une vibration aérienne, la chaleur 
absolue c + 2 d’une molécule d’air, vibrante, peut être supposée 
constante; car cette chaleurne pouvant.se dissiper que par le rayon- 
nement ou par sa communivatiôn ‘aux molécules voisines, il faut, pour 
avoir ainsi une perte sensible, an Lemps beaucoup plus send que la 
durée d’une vibration , durée qui n'excède pas une tierce. Il n’en est pas 
de:mème de la chaleur RE c;, qui se perd non-seulement par le rayonne- 
ment, mais encore par sa combinaison due à la variation de la densité . 
On peut donc, dans le cas REésent, supposer de, ou d(e+ Pi) 


égal à — di. ES 7: { 


La température x de l'espace à où \a densité du fluide discret qui la 
représente, peut aussi’être supposéé constante pendant la durée d’une 
vibration aérienne. Elle yatie dans le point de l’espace, occupé par une 
molécule aérienne vibrante / à r raison de la variation de densité.de l'ar 
qui l'environne : mais gette\ densité n nest variable que dans l'étendue 
de la vibraüon, étenduett®é ‘ê$ petite par rapport à l’espace environnant : 


ps 
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la variation de:u étant de l'ordre; du produit de-cette:étendue:par la 
variation de la' densité de l'air; 6n) voit: qu’elle! peut létrexnégligée. 
Maintenant la:chaleur iabsolue:c-1de la:moléculeine péut dépendre 
que de ces trois choses, la chaleur libre c, la température x de l’espace , 
la densité p de l’air. On pourrait. y jajéuter la température u de la 
molécule ; mais cette température étant celle de l’espace dans lequel la : 
molécule sérait en équilibre de chaleur, “elle est duntee pRe l “a A 


pe _ se 


elle est af fonction de p et dec. Dé la relation qui existe éhtfe! les 
‘trois choses dont je viens de parler, on conclut que ci ést fonction 
de Xp°c*, p et u. Désignons par V cette fonction, et par P là quantité 
Kp°c*; Les suppositions de CHE : ét de x constans donneront 


= PQ) Cr) 


ee Lu! dé es 
: P 9° 

/AV\° 

FC) 


| d$ 
Mais nous ayons désigné _ par ( — €. SE on a donc 


On aura ensuite, 








| < di | 
RAT es 
dv 
MAC) 


La vitesse du son, que nous avons trouvée ég gale à VA 4 Fe ( I re 
devient ainsi 


—— » 410 pd) 2 19: | l'a" 
Ep Si: 
THAT 


/AV\,. 
P (TD 

16 IV 

 \dÿ 

MSA NN 

| FC) 

À. 


ï est facile des s'assurer que la fraction est le rapport dé la ch 
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Jeur spécifique. de V’air, lorsqu'il est soumis: à une pression constante: à 
sa chaleur spécifique; lorsque son volume est: Constant: En! effet, :én 
élevant d’un degré la température 4, d’une masse d’air soumise à une 
pression constante, on augmente sa Chaleur absolue c+-1; de la quantité 
| | NASA Jin 1o 1 

Mel 
up étant la diminution de densité que cet accroissement de témpéra- 
ture produit dans la masse d’air, et g étant un coefficient qui, suivant 
les expériences de M. Gay-Lussac, est 0,0035b à la température de la 
glace fondante. Si l’on suppose le tolure de la masse, constant; la 
chaleur nétessaire pour accroître d’un degré sa température, sera 


PA( à 


Ces deux quantités de chaleur sont ce que l’on nomme chaleurs spe- 
c Diques dont le “APROEE: est ainsi 


se (9, 
Den 
De là, 1l suit que l’on aura da vitesse du son, ‘en multipliant la formule 
Newtonienne par la racine carrée du rapport ‘de ‘ces chaleurs spéci- 
fiques ; ce qui est le théorème que j'ai donné sans démonstration ; dans 
les Anxales de Physique et de Chimie! de l’année 1816. 

Pour comparer ce résultat à l’expérience, je vais faire ‘usage d’une 
expérience très intéressante de MM: Desormes et. Clément, que ces 
savans physiciens ont consignée dans le Journal de Physique du mois 
de novembre 1819. Ils ont rempli d’air atmosphérique, un ballon de 
verre; dont la capacité était de 284"*, 40. La pression de Pair, tant à 
lens qu'à l’intérieur, était alors représentée par une hauteur du 
baromètre , égale à 766"!,5. La température était 12°,5 : cette tempé- 
rature et la hauteur du baromètre extérieur, ont été constantes pendant 
la durée de l'expérience, condition indispensable. Ils ont ensuite extrait 
duballon ;;une.petité quantité d'air, et ils l’ont fermé au moyen d’un 
robinet. ASS le out nécessaire pour que la température intérieure 
fût redeyenue la même que l'extérieure, ils ont observé la différence 
de pression du dedans au-déhors, au moyen d’un manomètre adapté 
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au ballon , et äls-ont trouvé la pression intérieure momdre que lexté- 
rieure , de 13"°,81. En-ouvrant ensuite le robinet, l'air extérieur est 
entré dans le ballon : dorsqu'il a. cessé de sy introduire , ce qu'ils ont 


jugé, soit par la-cessation ‘du bruit que l'air faisait en ÿ éntrant, soit 


par le manomètre qui était revenu au niveau, ils ont promptement fermé 
le robinet, en sorte que l'intervalle entre son ouverture et sa fermeture, 
n’a pas été &,de seconde. Le manomètre ensuite a remonté, ret lorsqu'il 


a été stationnaire, ou lorsque. la température intérieure est redevenue 


la même que l’extérieure, 1l a indiqué une ‘pression intérieure. plus 
peute que l’extérieure, de 3"”,611.:Cette expérience, la meilleure de 
soixante expériences. de ce genre qu'ils ont faites, en est le résultat 
moyen. On peut voir dans le Journal cité, une description plus étendue 
de l'appareil et des précautions qui ont été prises. 

Dans cette expérience, la chaleur absolue c+ 1, de chaque molécule 
d'r intérieur, ét la température z de l’espace, peuvent être supposées 
sensiblement constantes comme dans le son, pendant la courte durée de 
l’ouverture du robinet. Mais en désignant par EP’ la pression intérieure, 
immédiatement avant l’ouverture du robinet; l’air intérieur pendant 
l’ouverture du robinet, a passé de icétte pression à la pression P de 
l'atmosphère, puisqu’au moment de la fermeture du robinet, il faisait 
équilibre à cette dernière pression. En nommant ensuite pla densité de 


Vair atmosphérique, p'icelle de la masse de l'air intérieur, immédra- 
+terhentavarit l'ouverture du robinet, et p” la densité de cette masse), au 


moment de la fermeture: du robimet; les süppositions de citét de x 


“constans, ‘donneront 


Enr (CE) 2 GR 


V',P!, f du ce que deviennent pour Pair du ballon avant l’ouvertuve 
du robinet ,.les quantatés VW, P, p relatives à law atmosphérique. Ilébt 
facile de voir .que Ja densité p” est. à très peu près celleide l’air antérieur 


à la fin de l'expérience, à cause de la très petite quantité d'air introduite 


dans le ballon, pendant l’ouverture du robinet. ,Gette densité-ést ,doric 
propor jonnellee à la pression intérieure à.la fin de.l expérA ience, RaeEsin 
que nous désensons par,P”, ce qu donne | 

PETER | pol per, de loin vobor ir 
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Te ( ) P — P’ 
TAN PP 
Gr) 


on. a donc. 


Ainsi, la température de lâatmosphère étant supposée de douze degrés 
et demi centigrades, et sa pression étant P”, ou 752"”, 69, la vitesse du 
son sera, d’après cette expérience, 


/2 13"it, Ba | 
"10", 109’ k 
P— Pl 13%08r, 
P—P"= 3"! Gr. 


païce que l’on a 


Le rapport des.deux chaleurs spécifiques de l’air est donc, suivant cette 
expérience, égal à 1,354, lorsque la hauteur du nes est 752", 69, 
et lorsque sa température est 12°, 5. 


Les:expériences sur l’air, donnent à celte température, 2h, égal! 
à 286",1 ; d’où résulte la vitesse du son égale à 332",9. Les académi- 
ciens français l’ont observée de 337",2, à la température de 9°,5. Il 
faut l'augmenter de 3",2 pour la faire correspondre à une température 
de 12°,5, ce qui RÉ 340", 4; résultat qui ne surpasse, celui de la 
théorie, que de 7",5. | 

MM. Gay Re et Welter ont bien voulu me communiquer une 
des nombreuses expériences qu'ils ont faites sur cet objet, par un 
moyen qui paraît encore plus précis, tant par la brièveté de l'intervalle 
pendant lequel l’air intérieur communique avec Pair extérieur, intervalle 
qui n’est pas d'un sixième de seconde, que par les précautions prises 
pour s'assurer que le manomètre indique à la fin de cet intervalle la 
même pression à l’intérieur qu’au dehors. Au. lieu de raréfier l'air inté- 
rieur comme. MM. Clément et Desormes l’avaient fait, ils le compriment 
de manière. qu'ayant la communication avec l'atmosphère, la Pression 
intérieure surpasse l’extérieure. Dans l'expérience citée, cet excès était 
de 16"”,3644. Après celte communication , et lorsque l’air intérieur eut 
repris la température extérieure, la pression intérieurene surpassait. plus 
celle de l'atmosphère, que de 4", 4400. Cette dernière pression.a été pen- 
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dant la durée de l’expérience, égale à 757"! et la température extérieure à 
été de 13°. On a donc eu dans cette expérience, 


P= 767%; P—P= 16"",3644; . P'—P — 4", 4409 ; 


ce qui donne 
== 1,37244. 

C’est le rapport des deux chaleurs spécifiques de l’äir, rapport qui, par 
l'expérience précédente, est 1,354. On voit ainsi que les résultats des 
deux expériences faites à peu prés à la même pression et à la même 
température, diffèrent peu entre elles, ce qui en prouve la justesse. La 
vitesse du son, conclue de l’expérience de MM. Gay-Lussac et Welther, 
est 335", 2. Elle rapproche la théorie, de 2",3, du résultat de lobser- 
vation. D’autres expériences des mêmes savans, donnent un résultat 
encore plus rapproché de celui de lobservation. Mays ces expériences 
ont été faites sur de l’air desséché ; ce qui peut produire une légère 
différence entre ces résultats. D’ailleurs, observation des académiciens 
français, consignée dans les Mémoires de l’Académie des Sciences de 
l’année 1738, doit êlre répétée avec plus de soin, et en y employant 
toutes les précautions suggérées par les progrès de la Physique. 

Cette considération me fit proposer au Bureau des Longitudes, la 
répétition de cette expérience, Elle donne 340",889 , à la température 
de 15°,9 centésimaux : la hauteur du baromètre était 755,6. Pour 
comparer à cette expérience, ma formule de la vitesse du son; j'ai 
conclu la valeur de , des expériences de MM. Biot et Arago, sur le 
rapport de la densité de l'air à celle du mercure. Jai déduit la valeur 
de.e, de l'expérience du pendule par Borda, et l’ensemble des nom- 
breuses expériences de MM. Gay-Lussac et Welter, m'a donné 1,3748 
pour {le ‘rapport ‘des deux chaleurs spécifiques de lair. J'ai trouvé 
ainsi 335",144 pour la vitesse du son à 15°,9 de température. On 
doit faire à ce résultat, une petite correction dépendante de létat 
hygrométrique de lair. Toutes les expériences de MM. Bit, Arago, 
Gay-Lussac et Welter, ont ‘été faites sur un air privé d'humidité. 
La: vapeur aqueuse répandue dans Vair atmosphérique étant plus 
léuère:quel ce ‘fluide, il doit en résulter dans la vitesse du son, un 
effet analogue à°celui de la’ chaleur! Dans la nouvelle expérience, les 
hygromètres à chéveul indiquaient ‘72°. En partant dés expériences 
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de M. Gay-Lussac, sur cet hygromètre; et sur la densité de la vapeur 

aqueuse, je trouve o",571 pour. l'effet hygrométrique: de Pair : en 

l’ajoutant à la vitesse précédente, on aura 337",715, ce qui ne diffère 

du résultat 340",880, que de:3",174. Cette différence me paraît être 

dans les limites des petites erréurs dont la nouvelle expérience et les 

clémens du calcul dont j'ai fait usage, sont encore susceptibles. 
Les Savans français et espagnols envoyés au Pérou pour mesurer un 

degré du méridien , ont fait à Quito, l’observation de la vitesse du son, 

qu'ils ont trouvée même à fort peu près que l’on avait observée à 

Paris, quoiqu'il y ait une grande différence entre les pressions de l’atmo- 

Be dans ces deux villes, la hauteur moyenne du baromètre n'étant. 

à Quito que de 544", Cette observation fournit le moyen de vérifier le 

théorème que j'ai donné pour corriger la formule Newtonienne sur la 

vitesse du son. La vérité de ce théorème exige que G désignant la chaleur 

spécifique de l’a, lorsque la pression est constante, et GC, désignant 


_-  - 


ST  — 
es RTE H- Ye _ _— —— spl 


pe qe 2 


D ce GG mg 
É cure == ' c: 


* 


LR = e 
Des ve RE me EE à Le > 


te 


r." : C 
cette chaleur spécifique, lorsque le volume est constant; le rapport 


,. | 
Br 


soit à peu près le même, sous les deux pressions barométriques SAGE 
et 760" : c’est en eflet ce que MM. Gay-Lussac et Welter ont trouvé 
par l'expérience. 

La fonction V est inconnue, ‘et l'avantage des Lea précé- 
dentes, est de donner le rapport des deux chaleurs spécifiques de l'air, 
sans faire aucune supposition sur cette fonction. Il serait cependant 
bien intéressant de la connaître pour la théorie des phénomènes de 
pression et de chaleur de l'air atmosphérique. Pour v parvenir, J observe 
que depuis la pression représentée par 144" ] jusqu'à la Se 1460", 
et depuis la température — 20° jusqu’à la température 40° , intervalles 
dans lesquels MM. Gay-Lussac et Welter ont étendu jusqu'ici leurs 
expériences, les résultats de ces expériences comparées à mon analyse 
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Le L étant, iciile signe d’une fonction arbitraire. La valeur la plus simpte 
hi de V, comprise, dans cette équation , est 
| | C: 
PC 
ses? ae 
V=rHU ; 


F et H'étant des constantes. En ÿ’substituant au lieu de p sa valeur 
donnée par léquation 


RL) Ep 





u étant la température; on aura 


C: 
V= EF + Ha PT 
Dans cette supposition, la chaleur absolue d’une molécule d’air croît 
sous, une pression constante, comme la température vu, ce qui est con- 
forme aux phénomènes. 104 
Cette expression de V satisfait à la vitesse du son et aux expériences 
de MM. Gay-Lussac et Welter. Voyons comment elle représente les 
expériences sur la chaleur que Pair abandonne en passant d’une lem- 
pérature élevée v' à une température inférieure v, sous une pression 
déterminée P. La chaleur abandonnée par une molécule d’air sera, 
d’après expression précédente de V, 
oer 
Hq.(u—u).PC  , 
et la chaleur abandonnée par un volume d'air à cette pression, sera 
prôportionnelle à cette quantité multüpliée par P; parce qu'il y a 
d'autant plis de molécules d’air dans ce volume, que P est plus con- 
sidérable. En-prenant done pour unité, cette chaleur abandonnée ; 
celle qu’abandonnera un égal volume d’air dans les mêmes circon- 
stances, mais sous. la pression P’, sera 


sie fs 
(5 C 
P . 


MM. Laroche et Bérard ont consigné deux expériences de ce genre, 
dans leur Mémoire sur la chaleur spécifique des gaz. Dans ces expé- 
riences P’ était égal à 1005", 8 ét P était égal à 740,5. Ils ont trouvé 
dans une première expérience, 1,2127 pour le rapport des chaleurs 
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abandonnées, et 1,2665 ; dans urie seconde expérience. La fraction 
précédente, en y substituant 1,3748 pour g> donne 1,240; ce qui 
tent à peu près le milieu entre les résultats des deux expériences. 


Les suppositions de V ét & constans, donnent 
O0 C; À RCA a 
Aïnsi P étant #.p'c#, on aura 


fn ) = = di 


de ie 
p 2C, 
J'ant que © sera plus petit que 2, la compression qui fait nécessaire- 
C ; 
ment croître la densité p, diminüera la chaleur libre c de la: molécule 
aérienne, et augmentera sa chaleur latente 2. 
Si l’on nomme R le rayonnement dé là molécule’, èn aura R\propor- 


. Li P 
tionnel à 7 3:00 aura donc: 


R ee ( o D" + +) 


La compression augmentera donc le rayénnement de la molécule, tant 
C 
que T- surpasséra l'unité : ellé le diminuera danse cas contraire: Dans le 


Sremiee cas, 11 y aura augmentation de température par la compression , 
et to du froid par la dilatation : dansile second cas, 1l ÿ aura 
production de froid par la COMBTÉSSIOR et augmentation de Gr 
rature par la dilatation. 

La théorie Newtonienne sur le son ,, est fondée sur les deux équations 
suivantes. 


7ddx 
PV us —F 
P- — gp . 


u étant la température, et P étant. la pression. La première dé ces 


7 


équations est inexacte, parce que Dre n agit point- -sur te couche 
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130 MECANIQUE CELESTE, 

aérienne d’une épaisseur infiniment petite, par une simple différence 
de pression, comme il agirait sur un plan d’une épaisseur sensible. De 
plus, la seconde équation n’est vraie que dans l’état d’équihibre de Pair. 
Cependant il est remarquable que ces équations soient exactes, pourvu 
que P, au lieu d'exprimer la pression, comme dans l’état d'équilibre, 
exprime la quantité Æp*c*, qui ne représente la pression, que dans l’état 
d'équilibre : cela donne 





Te )= 2} _d.pc 


dE Eee TE Rp Gr 6) 


T5 


à dy . 
d’où l’on tire en CI oo pour Sa valeur ; 


ddx ddx 
)= 656) Gr): 
équation identique avec celle qui résulte de notre analyse. 


Equations générales du mouvement des fluides élastiques. 


8. On peut déduire de cette analyse, les équations générales du 
mouvement des fluides élastiques. Si l’on considère une molécule A 
du fluide, son calorique c sera repoussé-par le calorique c, des molé- 
cules qui forment l’élément dx dy dz du même fluide. En nommant f 
la distance de cet élément à la molécule A; p” la densité du même 
élément, et représentant par H.@( f) la loi de-répulsion du calorique; 
l’action répulsive du calorique de l'élément sur le calorique de la 
molécule À ;, sera 


H.@( f).p,c,c.dx dy dz. 
En la multipliant par la variation d'f de sa direction, le produit sera 


H.p(f).r.cc.d\f.dx dy dz. 


Soient X, Y, Z Les trois coordonnées orthogonales de la molécule A, 
et æ, y, z, celles de l’élément; on-aura 


f=V@G—-XY+Er—Y)Y+(G—Z), 
ce qui donne 


RE Eee LS A _—. G—2)97) 
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L'action entière répulsive du calorique-du gaz sur le calorique de la 
molécule A, multipliée par l'élément de sa Po de sera ainsi, 


—He.f [fre «p La X) XV) d'Ye(8=2).d 7] drdrde 


la triple me étant prise depuis les valeurs infinies négatives de 
xyY, 3, jusqu'à leurs nee infinies positives. On a ensuite 


à d.pc 
pe pot (ex) (GO + (7) (GE) + (2) (Cote, 
? étant la densité du fluide, correspondante aux coordonnées X,YetZ. 
Soit | 

x—X=x; y—Y=Yy; 3—L—=72/; 
la fonction précédente deviendra 
6 c d, 
I A CIE 
(x' SX + ” J'Y +2 d2).dax'dy'dz’. 


Par la nature de la fonction @(.f), on a entre les limites infinies posi- 
tives et négatives , 


[T >. dx'dy'd3 = 0; 
[[f7 20). da dy'd = 0 ; 
[= " .dx'dy'dz! = 0 ; 


DR. 


elc. ; 
ES 20) .dx'dy'ds = {Nr 10 dx dd 
= [ff +". 29) .dx'ày'ds ; 


ainsi la fonction précédente devient 


ne SIT TG 
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132 MECANIQUE CÉLESTE, 

Concevons un plan perpendiculaire à laxe des X, à la distance 
X + x'; menons du point d’intersection de ce plan avéc l’axe des X, 
une droite à la molécule dont les coordonnées sont X+x/, Y y", 
Z + 3". Soit s cette droite, et æ l’angle qu’elle forme avec le plan 
des X et des Y. On pourra substituer à l’élément dx’. dy’. dy, V'élé- 
ment dx’. sdsdaær. L'intégrale relative &', doit être prise depuis & nul, 
jusqu'à æ égal à la circonférence 27. L'intégrale relative à s, doit être 
prise ie s nul ] jusque à s infini; et l’intég rail relative à x’, doit être 
prise dépuis #', égal à moins infini jusqu’à x” égal à plus arr De là 
on tirera par ce qui précède, 


[fax . dy. ds. ee = 4rK. 


= 27 HK. p°c? ; 


Ainsi en faisant 


la fonction précédente qu la somme des produits.des forces répulsives 
du calorique des molécules du gaz sur le calorique de la molécule A 
par les élémens de leurs ditubtioné, Sera 


dP 


P 


Soient R, S, T, les autres forces qui sollicitent cette molécule, paral- 
lèlement aux axes des X, des Y et des Z ; la somme des produits de 
ces forces, par les élémens de leurs directions, sera 


R. SX SUV TN7 


Enfin , les produits des mouvemens détruits, par les élémens de leurs 
directions, seront 


— (5). 0x — (7) 2Y — LA 2 


on aura donc par le principe des vitesses virtuelles , 
0=— JP +R, IX + be ENt-2E _(L) 


FE %) dE (Te) DX—p. 2 d'Z. 
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Il faut jomdre à cette équation , celle du rayonnement de la molécule, 
et qui est, en représentant 27HK par #, 


K.pPO— qu. 


Il faut y joindre encore l’équation (K) du n° 33 du premier Livre, 
équation qui est relative ‘à la continuité du fluide. On aura amsi les 
équations générales du mouvement des fluides élastiques. 


Du mélange de plusieurs gaz. 


9. Si plusieurs gaz soumis à la pression P et à la température w, 
sont mêlés ensemble dans ün espace tel qu'ils conservent la même 
pression et la même température; alors en nommant », »’, etc., les 
volumes respectifs de ces gaz avant le mélange, et U le volume total 
après le mélange; on aura, comme il est facile de le démontrer par 
ce qui précède, ge 


U= v—+v'L etc. 


Les divers gaz finiront par se mêler entre eux, de manière que la plus 
petite parlie du mélange renferme dans la même proportion les molé- 
cules des divers gaz. Dans cet état, la chaleur libre c d’une molécule A 
sera la même qu'avant le mélange. En eflet, les équations (A) du n°5 
donnent avant comme après le mélange, 


c.VPk— qu. 


La chaleur absolue c—+ : de la molécule À reste encore la même. 
Car la molécule A étant soumise dans le mélange, à la même pression 
et à la même température qu'avant le mélange, et sa chaleur libre € 
étant la même; sa chaleur absolue c+- 2, qui ne peut dépendre que 
de ces trois choses, doit rester la même. 

La chaleur spécifique du mélange sous une pression constante, ou 
sous un volume constant , est visiblement, p, f', etc., étant ici les 
nombres de grammes de chaque gaz, 


d. 1 d.(cLT 
GET + p, LCHO + etc. 
pe" etc: 
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134 MECANIQUE CÉLESTE, 
On‘peut donc facilement la conclure des expériences sur la chaleur 


spécifique de chacun des gaz. 
Considérons présentement les mouyemens des molécules du mélange. 
Il est facile de conclure de l'analyse précédente, que si l’on fait 


P=27.HK.(pe + p'e' etc}, 


la somme des produits des actions répulsives du calorique des molécules 
du mélange, sur le calorique c d’une molécule A du premier gaz, par 
les élémens de leurs directions , sera | 


27. HR 
— CC, V’P JP: 


l'équation du mouvement de la molécule À sera donc 
0 = --*%. VIRE SPHROX + S.d'Y + T. SZ 
ddY ddZ 
—(QS). DK — (Se) D Y — (HE 7, 


Pour une molécule A” du second gaz, infiniment voisine de A, l’équa- 


tion du mouvement sera 


Var BR ppp. NX-ES. JAY T'. d7 


0 —=—0c!. VP 
ee NX" (ST. NY — TE). d'Z", 





et ainsi de suite. Toutes ces équations sont différentes, si €, c’, etc, 
sont différens. Relativement aux gaz azote et oxigène, élémens de 
notre atmosphère, c et c’ sont peu düifférens. Les molécules des divers 
gaz se sépareraient dans l’état de mouvement, si elles n'étaient pas 
retenues par des forces incomparablement plus puissantes que les forces 
qui accélérent leurs mouvemens. Dans les corps solides, ces forces sont 
les attractions mutuelles de leurs molécules, qui font qu’elles s’en- 
traînent réciproquement. Dans les gaz, ces forces sont celles qui dé- 
pendent des premières puissances de x”, y’, 3, dans l'analyse précédente, 
et qui se détruisent mutuellement dans l’état d’équilibre et d’un mélange 
complet des divers gaz. Ces forces, par la nature de la fonction @(f), 


= 
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sont incomparablement plus grandes que les forces accélératrices du mou- 
vement, et qui dépendent des carrés de x’, y', z!. Elles renaïîtraient 
pour peu que les molécules des divers gaz se séparassent ; et par là, 
elles s'opposent à leur séparation , comme elles établissent l’équilibre 
stable du mélange, en répandant les molécules des divers gaz suivant:la 
mème proportion dans toutes les parties de ce mélange. On peut donc, 
dans l’état de mouvement, considérer comme molécule du mélange, 
un groupe infiniment petit des molécules des divers gaz, dans lequel 
ces molécules sont en même proportion que dans le mélange total; et 
Von peut supposer les molécules de chaque groupe, liées fixement entre 
elles. C’est aux forces dont je viens de parler, qu’est due l'équation de 
continuité dans le mouvement des fluides. 

Déterminons d’après ce qui précède, la vitesse du son dans un mélange 
de plusieurs gaz; et pour simplifier les calculs, ne considérons que 
deux gaz. Soient p et p', les nombres de grammes de chaque gaz con- 
tenu dans un litre du mélange, sous la pression P et à la température 4. 
Soient, à la même pression et à la même température, (p) et (p'), les 
nombres de grammes de chaque gaz renfermé séparément dans un 
litre pris pour unité d'espace. Désignons encore par C et C, les deux 
chaleurs spécifiques du premier gaz, et par C', C/, les mêmes quantités 
pour le second gaz. Ces deux chaleurs relatives au mélange seront 


m1 


pC + PC ._ PG+ eC’, 
pr p+e 


Ainsi l'expression de la vitesse du son dans une atmosphère formée de 
ce mélange, sera 
/ P CHp CS 


L’excès du carré de cette vitesse, sur le carré de la vitesse du son dans 
le premier gaz, sera donc 

P eC + pC P 

PHP php Ci () 


on a ensuite, comme il est facile de le voir, 
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On conclut de là ce singulier paradoxe, savoir, que dans le mélange 
de deux gaz, la vitesse du son peut n'être pas mtermédiaire entre les 
deux vitesses du son dans chaque gaz: elle peut surpasser la plus grande, 
ou être inférieure à la plus petite. En supposant égales, les vitesses du 
son dans chacun de ces gaz, ce qui donne 


RÉ Me, Fig 
()Ci 7 ()C? 
on trouve l’excès du carré de la vitesse du son dans le mélange, sur le 
carré de la vitesse du son dans chaque gaz, égal à 


P.p.p. Cr) — (y) ].(C' = C). 
Cp). (r) Ce +r") (Ca + p°C') ? 


ainsi dans ce cas, la vitesse du son dans le mélange surpassera 
cette vitesse dans chaque gaz, ou lui sera inférieure, suivant que 


[(p”) —{p)]1.(C'— OC) sera positif ou négatif. 


NN 


Des atmosphères. 


10. Les fluides élastiques ne peuvent exister qu'autant qu'ils sont 
contenus par une cause extérieure qui les empêche de se dissiper , 
telle que les parois d’un espace limité; ou par une force intérieure, 
telle que l'attraction d’un grand corps qu'ils environnent : c’est le cas 
des atmosphères de la Terre et des corps célestes. Je vais considérer 
ici spécialement l’atmosphère terrestre. 

Imaginons un tuyau conique très étroit dont le sommet soit au centre 
de la Terre, et qui s'élève jusqu'aux limites de l’atmosphère. Repré- 
sentons par R:le rayon terrestre, et par s la hauteur au-dessus de la 
surface de la Terre, d’une molécule aérienne située sur l’axe du cône ; 
LS PERS 
(R + s)° ? R2 
Terre. Soit c la chaleur de la molécule, x la-température de espace 
ou de la partie du tuyau qui correspond à cette molécule ; on aura 


sa pesanteur sera étant la pesanteur à la surface de la 


kpc° = qu; 
ensuite, on aura par ce qui précède, dans l’état d'équilibre, 


DFE D NERETE 
Er Rs ds. 
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On peut ici changer d'en d, parce que Fon ne doit considérer que la 
seulé coordonnée s; et dote oh à | | 


Ms pue gpdsiiss 
At 


P est égal à kp°c*; et dans l’état d’équibibre, il exprime la pression. 
On a donc 


P= gpu; 


pPds 
qu.(R+s}) 


ce qui donne 
dP = — 
d’où lon tire en intégrant 
gds 


Ps me TE pare 
gds 
060 fat, 
Lu 


(P), (p), (u) étant ce que deviennent P, p, et u, à la surface de la 
Terre; et c étant ici le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité. Ces deux équations servent de fondement aux théories du 
baromètre et des réfractions. 

Pour déterminer la vitesse du son, dans le sens vertical; j’observe 
que si l’on suppose l’air renfermé dans un tube vertical cylindrique, 
ce qui ne change point l’expression de la vitesse, comme il est facile 
de s’en assurer, et si l’on fait s=S+5s", S étant la hauteur initiale de 
la molécule; on aura parce wa précède, 


dds’ dp g 
Ge ds }=—* 6) RES Er 


Si l’on développe cette ir. les termes indépendans de s° se dé- 
truisent par les conditions de Péquilibre; et l’on trouvera pour l’ex- 
pression fort approchée de la vitesse du son, 


Bu C 

(e)(u) “ C ? 
C étant la chaleur ‘spécifique de l’air, sous une pression quelconque P, 
et correspondante à la température 4 : C, est sa chaleur spécifique sous 
un volume constant, à la pression P et à la température 4, Cette ex- 
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pression est une. fonction de $ ; en la désignant par M, on aura, à très 
peu près, pour le temps £ que le son emploie à s’élever à la hauteur S, 


| ds 
RTE 1 Te 
-J M 
Dans le système des ondes lumineuses, il faut considérer chaque 
molécule de lumière, comme un point répulsif dont la répulsion ne 
s’exerce sensiblement qu’à des distances insensibles. Ici, la considération 
de la température devient inutile, et e doit être supposé constant : on 
peut le prendre pour la molécule même ; au lieu que dans les gaz, la 
chaleur qu'il représente est distincte de la molécule, et varie avec la 
température; ce qui distingue essentiellement le fluide lumineux, des 
gaz qui nous sont connus. On a, dans le cas de l’équihibre, 
© . ” ds 
dP=— ET = 
CR + 5) 
a : . 
Pate: 
ds 
2kcdp = — —E— ; 
P | (R —- s) 2 
et en intégrant 


cb 6 
Giant) 


(p) étant la valeur de p, lorsque s.est infini. 


Si l’on conçoit mamtenant que le corps dont le fluide est l’atmo- 
sphère, le fasse vibrer, pour produire 14 lumière; on trouvera par 
l’analyse exposée ci-dessus, que la vitesse de la lumière est à fort peu 


près dans le sens vertical, V/24pc°, ou 


/2k(pe + ee = 


En supposant donc qu’ansi que dans les atmosphères de la Terre et des 








astres, (p) soit nul; la vitesse de la lumière sera :- elle sera 


pi 
R+s 


nulle à une distance infinie; et à la surface elle sera / Ê 


LIVRE XI. | 130 


- À la surface du Soleil, cette vitesse n’est pas la sept-centième partie 
de celle de la lumière, telle qu’on l’a observée; car en nommant e 
l’espace dont la pesanteur fait tomber les corps! à cette surface dans la 
première seconde prise pour unité, on a 


£& 
R2 ? 


| £ jt EU, 
/ ve V/5€R. 
Cette dernière quantité est d'environ 437810 mètres, ét elle n’est pas 
la sept-centième partie de l’espace décrit par la lumière dans une 
seconde. Il faut donc supposer (p) dans l’espace, incomparabiement 
plus grand que l'accroissement de densité du fluide, dû à la pesanteur 


solairé : nous ne connaïssons dans l’espace céleste, aucune force CORPS 
mante qui puisse donner à (p) cette valeur. 


2 == 


ce qui donne 


De la vapeur aqueuse. 


1. Si l’on introduit un volume d’eau dans un vase vide herméti- 
quement fermé et placé dans un espace d’une température donnée; 1l 
s’élèvera de la surface du liquide, des vapeurs qui continueront de 
s'élever jusqu’à ce que leur pression arrête cet effet. La pression et la 
densité de la vapeur parvenue à cet état d'équilibre, sont d’autant plus 
grandes, que la chaleur de l’espace est plus considérable. On a formé 
par l’expérience, des tables du rapport entre la pression et la tempé- 
rature ; mais la loi rigoureuse de ce rapport n’est connue, ni à priori, 
ni par les observations. Appliquons à cette vapeur naïssante, la formule 
suivante que nous avons donnée dans le n° 7 pour les gaz 


Ci 
V=F+Hgq.u.PC 


Il est facile d’en conclure que si l’on désigne par V” le nombre de grammes 
d’eau bouillante sous la pression barométrique 0”,76,. dont la chaleur 
employée à former un gramme de sa vapeur, peut élever d’un degré la 
température; si l’on nomme ensuite 6 et:6, les nombres de grammes de 
ce liquide, dont la température peut, être élevée d’un desré, par les cha- 
leurs.employées pour.élever d’un degré, la température d’un gramme de 
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vapeurs, lorsque la pression P reste constante, et lorsque le volume est 
constant ; enfin ; si l’on nomme (6}et (vu), ce que deviennent 6 et u 
lorsque P est a à la REeRon barométrique 0",76; on aura 


Cr 
v=r+Q. fige o | 


F’ étant une constante et P exprimant ici le nombre de fois que la 
pression P contient la pression barométrique 0", 76. IL est facile de voir 
que F'— 1 est le nombre de grammes d’eau à la température de 100’, 
dont un gramme de vapeurs de cette température, et sous la pres- 
sion 0",76, réduites en liquide, élèverait d’un degré, la température. 
Ce nombre, d’après un grand nombre d’expériences., est à peu près 
égal à 550; ainsi un gramme de vapeurs en se réduisant en eau à la 


température de 100°, élèverait d’un degré, la température d’un nombre 
de grammes d’eau égal à 


Cr 
551° 4 @. Lure) | 


On aura par ce qui précède, les valeurs de v et de (uv), en ajoutant aux 
températures mdiquées par un thermomètre d’air, 266° 3; ce qui donne 


(u) = 366°3. 


Suivant quelques physiciens, le terme 


O [ur | 


se réduit à ie Ce qui suppose (6)== 1, c’est-à-dire que la chaleur 
spécifique de la vapeur aqueuse est égale à celle de l’eau bouillante. 
+ 6, L4 A LL : 

Cela suppose encore que + est égal à l'unité. Mais ces deux suppo- 


sitions pourraient n'être qu’approchées, et représenter les expériences 


de ces physiciens, dans les limites des erreurs dont ces expériences 


délicates sont susceptibles. D’autres physiciens ont cru trouver ce 
térme nul, par leurs expériences. Ce terme ne peut devenir nul, 
qu'en supposant (6) nul; ce qui est impossible, et ce qui paraît 
d’ailleurs contraire aux expériences que l’on a faites pour déterminer (6). 
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Considérations sur la Théorie précédente des gaz. 


12. Je terminerai ces recherches par les considérations suivantes. 

La théorie précédente du.son est fondée sur la seule hypothèse que 
l'état élastique d’un gaz est dû à la force répulsive!du calorique hbre €, 
de chaque molécule du gaz ; hypothèse bien naturelle, et qui me paraît 
clairement indiquée par l’accroissement du ressort des gaz, lorsque leur 
chaleur augmente. Alors on a, comme je l’ai fait voir ci-dessus, 


P — kp°c? ; 
et l’on en conclut par ce qui précède, 


ORNE 
Ge) = sax 


Ensuite, le peu de durée d’une vibration aérienne permet de supposer 
insensible , la perte qu’éprouve la chaleur absolue c++ z de la molécule 
vibrante pendant la courte durée de sa vibration, durée qui n’excède 
pas une tierce. Considérant donc cette chaleur comme une fonction V 
de la pression P et de la densité p du gaz, ce que l’on peut faire, 
puisque cette pression et cette densité étant déterminées, la chaleur 
absolue ci, et la chaleur libre 6, sont déterminées ; on peut sup- 
poser V constant pendant la durée de la vibration ; ce qui donne 


Le PER 


d’où l’on tire l’expression précédente VAhe.(1 —6) de la vitesse du 
son, et le théorème que j’ai publié dans les Annales de Physique et 
de Chimie de 1816, suivant lequel il faut, pour avoir cette vitesse, 


multiplier la formule Newtonienne V/2he par la racine carrée du 
rapport = , G étant la chaleur spécifique du gaz, lorsque la pression 
1 


est constante, et C, étant sa chaleur spécifique, lorsque son volume 
ou sa densité sont constans. 


Ayant supposé précédemment 
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ro: MECANIQUE CELESTE, 
il en résulte ( | 
dos ptdr 
c e p D 
La supposition de la chaleur absolue c+- 2 constante donne 
de = — di; on a, donc | | 
: d 
di = Gc.-; 
s 
ainsi la chaleur latente ou combinée z de l’air s’accroit par la pression, 
du moins à la surface de la mer. A cette surface, les observations sur le 
son donnent à peu près 6 —0,3. Ainsi l'existence d’une chaleur latente, 
et son accroissement par la pression , sont des résultats de l’observation. 
L'existence d’une chaleur latente z est encore indiquée par les expé- 
riences de MM. Laroche et Bérard sur la chaleur spécifique de l'air. 


En effet, on a | | 
P 
Pc = /?. 


L’équation 
P= gpv 
donne 
P 
RTS 055 


on a donc 
qu 
CE ——. 
/Pk 
Si la chaleur libre c était la chaleur absolue c++ ?, ou si la chaleur 


éd : e ë C f LT 1 o 
latente -: était nulle, on aurait < <gal à =. On aurait donc, dans l’ana- 


lyse que nous avons donnée sur les expériences de MM. Laroche et 
Bérard, 


— — 


PAG 
(5) = 15179; 


et ces expériences donnent, par un milieu, le premier membre de cette 
équation égal à 1,24. 

La théorie que j'ai proposée sur la chaleur suppose le rayonnement 
du calorique : la facilité d'expliquer par ce rayonnement les divers 
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phénomènes de la chaleur, l’a fait admettre par le plus grand nombre 
des physiciens. Maïs ma théorie ajoute à la supposition de ce rayonne- 
ment; celle de sa production: par la force répulsive du calorique libre 
des molécules' environnantes. Cest ce que je vais déduire des te 
mênes à l'égard: des gai | 

La lor-de Marioté: donne 


P= p:Q(a) ; 
u étant la température que je représente ici par la densité du fluide 


discret produit par les rayonnemens des divers corps renfermés dans 
un espace. Pour ‘un autre gaz, on a’ 


LE [MR ACTES 


p’ étant la Anal de ce nouyeau gaz. Suivant la fi de M. Gay-Lussue, 
la pression P restant la même, le rapport. de p à p reste le même, quelle 
que soit la température u; le rapport de P(u) à N (u) est.donc constant, 
quel que soit z; ce qui DE 


Q(u) — g. IT. (u), 
J(u)= 9". Hi(u), 


q et.g’ étant des constantes, et IT(4) étant une fonction quelconque 
de #, commune à tous les gaz : alors on a 


P— 9p,ll(u) = kp°e*. 


Désignons par R le rayonnement d’une molécule d’un gaz; 6e rayon- 
nement est égal à l’absorption du calorique discret de l'espace, par'la 
molécule, en vertu de l’équihbre de température; et cette absorption 
doit étre supposée proportionnelle à 4;°0on°a Gite 


RE fus 


.-f étant une constante dépendante dela nature:du gaz; donc 


pre efu, ere 
EU 


L 


Ainsi, en considérant le rayonnement comme produit par une force 
Mécaw. céÉL. Tome F. 20 
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agissante sur le calorique c de la, molécule proportiohnellement, à à ce 
calorique ,: l'intensité. de cette; force; sera proportionnelle:à pc; !or pc 
est par le n° 6 proportionnel:à la force répulsive du calorique. du :gaz; 
la force productrice du rayonnement, est donc proportionnelle! à cette 
force répulsive. La même chose a lieu relativementau mélange de plusieurs 
Ft Car ce mélange étant supposé soumis à&:la même: pression et à la 
même température que le gaz dont je viens de parler, et que je suppose 
entrer dans ce mélange ; le rayonnement d’une molécule À de ce gaz, 

séra, le même dans ces deux cas. Lorsque le:gaz est entré des le 
mélange, les forces extérieures qui agissent sur la: molécule; savoir ; 
la température et la force répulsive du calorique environnant; qui est 


E \ L P r 4 A 
proportionnelle à pc+-p'c'+ etc. ou à / 7» Étant supposées les mêmes ; 


l’état intérieur de la, molécule À doit être encore le même : ainsi la 
chaleur libre € de la molécule, sa chaleur absolue c +1, et son 
rayonnement, R doivent être les mêmes dans le cas où le gaz existait 
seul, et dans le cas où il entre dans le mélange. On' a donc encore 
fine ce dernier cas, comme HE le pose 


R = VP#. LE RER). k. A, 
Le! rayonnement est ainsi proportionnel à la foïce répulsive du\ calo® 
rique du mélange. Il est donc naturel de prendre cette force répulsive, 
pour la force même qui fait rayonner le calorique de la molécule. 
Cette force produit par son acliôn, l'état & gazeux du fluide, sa pres- 
sion P,.et.le rayonnement. R de.ses molécules en détachant les parcelles 
du Salorique qu'elles tendent.à retenir PRE leur attraçlion, Si, comme 


ont. que du produit. de. cette rer par. le calorique € és on 


dans la molécule À ; alors —— RENE une constante. C’est, d’ailleurs, 


TON - 


la manière la plus simple de concevoir que la fonction Il() soit com- 
mune à tous Jes:gaz, et nous! l’avons adoptée.’ On voit'ainsi que lès 
hypothèses sur lesquelles ma théorie de la chaleur est fondée, sont 
toutes indiquées parles phénomènes. 
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Notice historique des recherches des géomètres sur cet objet 
et spécialement sur le Flux et le Reflux de La mer. 
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1. Newros a donné le premier, la vraie théorie du flux et du reflux 
de la mer, en la raitachant à son grand principe de la pesanteur uni- 
verselle, Képler avait bien reconnu la tendance des eaux dela mer vers 
les centres du Soleil:et de la Lune ; mais ignorant la loi de cette tendance, 
et les méthodes nécessaires pour la soumettre au calcul, il n’a pu 
donner sur cet objet, qu’un aperçu vraisemblable. Galilée , dans ses 
Dialogues sur le Système du monde, exprime son étonnement et ses 
regrets de ce qu’un aperçu qui lui semblait ramener dans la philosophie 
naturelle , les qualités occultes des anciens, eût été présenté par un 
homme aussi pénétrant que Képler. Il expliqua le flux et Le reflux, 
par les changemens diurnes que la rotation de la Terre, combinée avec 
sa révolution autour du Soleil, produit dans le mouvement absolu de 
chaque molécule de la mer. Son explication lui parut tellement mcon- 
testable, qu'il la donna comme l’une des preuves principales du système 
de Copernic, dont la défense lui suscita tant de persécutions. Les décou- 
vertes ultérieures ont confirmé l'aperçu de Képler, et détruit lexpli- * 
cation de Galilée, entièrement contraire aux lois de l'équilibre et du 
mouvement des fluides. Je n’en parle ici que pour montrer jusqu'à 
quel point les meilleurs esprits s’abusent quelquefois sur leurs propres 
conceptions. 
La théorie de Newton parut en 1687, dans son ouvrage des Principes dé | 
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mathématiques de la Philosophie naturelle. Ce grand géomètre, dans 
le corollaire 19 de la proposition 66: du premier livre , conçoit un canal 
circulaire environnant la Terre, et rempli d’un fluide qu, tournant 
avec elle, est attiré par un astre Il observe que le mouvement de 
chaque molécule’ fluide doit être accéléré dans ses Conjonctions et dans 
ses oppositions avec cet astre, et qu'il doit être retardé dans ses quadra- 
tures; en sorte que le fluide doit avoir un mouvement de flux et de 
reflux analogue à celui de la mer. Mais il ne donne nila lof, ni la mesure 
de ce mouvement. L’explication véritable de ce phénomèneestrenfermée 
dans les propositions 26 et 27 du troisième livre, où Newton détermine 
les forces du Soleil et de la Lune pour mouvoir les eaux de la mer. Il 
y considère la mer, comme un fluide de même densité que la Terre qu'il 
recouvre totalement, ét qui prend à chaque instant, la figure où il 
serait en équilibre sous l’action du Soleil. En supposant ensuite que 
cette figure est celle d’un ellipsoïde de révolution , dont le grand axe 
est dirigé vers le Soleil; 11 détermine le rapport des deux axes par le 
même procédé qui lui avait donné le rapport des axes de la Terre 
aplatie par la force centrifuge de son mouvement de rotation. Le granc 
axe de lellipsoïde aqueux étant dirigé constamment vers le Soleil , la 
plus grande hauteur de la mer dans chaque port, quand le Soleil est 
à l'équateur, doit arriver à midi et à minuit : le plus grand abaïssement 
doit avoir lieu au leyer et au coucher de cet astre. L/action de la Lune 
produit un elhpsoïde semblable, mais plus alongé, parce que l’action 
de cet astre est plus puissante, Le peu d’excentricité de ces ellipsoïdes 
permet de les concevoir superposés l’un à l’autre, en sorte que le rayon 
de la surface de la mer soit la somme des rayons correspondans de leurs 
surfaces, moins le rayon correspondant de la surface d'équilibre que la 
mér prendrait sans l’action des deux astres. 

De là naissent les principales variétés du flux et du reflux de la mer. 
Dans les syzygies, les deux grands axes coïncident, et la plus grande 
hauteur de la mer arrive aux instans de midi etde minuit. Le plus grand 
abaïssement a lieu au léver et au coucher des astres. Dans les quadra- 
tures, le grand axe de l’ellipsoïde lunaire et le petit axe de l’ellipsoïde 
solaire coïncident. La pleine mer a donc lieu au lever et au coucher des 
astres, et elle est le minimum des pleines mers : la basse mer arrive aux 
instans de midi et de nfinuit ; elle est le maximum des basses mers. En 
exprimant donc l’action de chaque astre, par la différence-des . deux 
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demi-axes de son ellipsoïde!, qu. lui est évidemment proportionnelle, 
on voit que Si le port:est situe à l'équateur, l’excès de la plus haute, mer 
syzygie sur la plus basse mer syzygie, exprimera là soiime.des actions 
lunaire et solaire ; et l’exces de la:plus haütemer. qüadratire sur la plus 
basse mer quadrature, -éxprunerà la différence. de ces actions. Si le 
port n’est pas à l'équateur, 1l.faut multipher ces excès parle carré du 
cosinus de sa lalitude, On: peut donc, par l'observation dés hauteurs: des 
marées syZygies et quadratures, déterminer le;rapport.de l’action de la 
Lune à celle du Soleil. Newton conclut de quelques observations faites 
à Bristol, que ce rapport est celui de six et, un, tiers: à l’umité. Les 
distances des astres au.centre de la Terre anfluent sur tous ces eflets ; 
l’action de chaque astre étant réciproque au cube de:sa distance. 
Quant à l'intervalle des pleines mers d’un jour à l’autre, Newton 
observe qu'il est le plus peut dans-les syzygies ; qu’il,croît en allant 
d’une sy 2YS re à la quadrature suivantes que dans le premier octant , 1l 
est égal à un jour lunaire, et qu est à son maximum dans la quadra- 
ture : qu’ensuite 1l dimmue; qu’à l’octant suivant, il redevient égal au 
jour lunaire; et qu’enfin, jen la syzygie, al Rs son Aninimum. Sa 
valeur moyenne est le jour lunaire, en.sorte: qu'il y a autant de pleines 
mers, que de passages de la Lune au méridien supérieur et mférieur. 
Tels seraient, suivant la. théorie de Newton, les phénomenes des 
marées, si le Soleil et la Lune se mouvaient dans le plan de l’équateur. 
Mais l’observation a fait connaître que les plus hautes mers n’arrivent 
point äu moment même de la syzygie, mais un jour et demi après. 
. Newton attribue ce retard, au mouvement d’oscillation de la mer qui se 
consérverait encore quelque temps, si l’actionides astres venait à cesser. 
La théorie exacte des ondulations de la mer produites par cette action, 
fait voir qué, sans les circonstances accessoires, les plus hautes pleines 
mers coïncideraient avec la syzygie, et que les pleines mers les plus 
basses coïncideraient avec la quadrature Ainsi leur retard sur les instans 
de ces phases, ne peut : être attribué.à la cause que Newton lui assigne : 
il dépend, ainsi que l'heure de la pleine mer dans chaque port, des 
circonstances accessoires. Get exemple nous montre combien on doit se 
défier des aperçus même lés plus » rraisemblables ; Cure ils ne sont point 
vérifiés par une rigoureuse analyse. | | 
Cependant la Er CL de deux _ellipsoïdes superposés Lun à 
l'autre, peut encore représenter les marées, pourvu que l’on dirige le 
21, 
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grand axe de léllipsoïde solaire vers unsoleil fictif, toujours ‘également 
éloigné du: vrai Soleil. Le grand'axe de l’ellipsoïde lunaire doit ‘être 
paréillement dirigé vers une lune fictive, toujours évalemert éloignée 
de la véritable ; maïs à uné distance!telle!; que’la conjonction des deux 
astres fichfs n'arrive qu'un jour et demiaprès lisyzygie:: 
Cette considération de deux ellipsoïdess étendue au cas où les astres 
se meuvent dans dés orbes inclinés à l'équateur, ne peut'se concilier 
avec les observations! Si‘leiportest situé à l'équateur, elle donne, vers 
le maximum des marées, les deux pleines®mers du matin et du soir, 
à très peu près égales, quelle que soit la déclinaison des astres; seule- 
ment action de chaque astre: est diminuée dans le rapport du carré 
du cosinus de-sa déclinaison:à Punité: Mais si le port a une latitude, ces 
pleines mers pourraient être fort-différentes ; et quand la déclinaison 
des astres est égale à l’obliquité-de l’écliptique ; la! marée du soir à Brest 
serait environ ‘huit fois plus grande que: celle du matin. Cependant 
les observations très multipliées dans: ce-port font voir qu’alors ces déux 
marées y sont presque égales, et que leur: plus grande différence n’est 
pas un trentième de leur somme.- Newton attribue la petitesse de cette 
différence ,: à la: même cause par laquelle il avait expliqué le retard de 
la plus haüte mer, sur linstant de la syzygie, savoir au mouvement 
d’oscillation de la mer,/qui, suivant lui, reporte une grande partie 
de’larmarée du soir, sur la haute mer suivante du matin, et rend ces * 
deux marées presque égales. Mais la théorie des ondulations de la mer 
fait voir:encore que cette explication n’est pas exacte, et que, sans les 
circonstances accessoires, les deux marées consécutives ne seraient 
égales ; que:dans le cas où la mer aurait partout la même profondeur. 
Newton, dans les éditions suivantes de son Quvrage, n’a presque 
rien ajouté à sa théorie du flux et du reflux de lammer, exposée dans la 
première ;seulementsil a eu égard, dans le calcul de l’action de la Lune, 
au ‘changement de:la distance lunaire, produit par l’inégalité de la 
variation. La*plus haute mer suivant d’un jour et demi l'instant de la 
syzygiesil ateru:que dans le calcul du maximum de la marée; l’action 
du Soleildevaitêtre multiphiée-par le cosinus! du double du mouvement 
synodique de la Lune, pendant cet intervalle. Mais cette correction 
est fautive, parce que la marée dans'un port, n’est pas le résultat de 
action immédiate:des astres, mais celui de leur action antérieure d’un 
jouriet demi. On peutassimiler ces marées à celles qui, étant dues à 
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l’action immédiate des astres, emploieraient un jour et demi à parvenir 
dans le port... | 

En 1938, l’Académie des Sciences proposa la cause du flux et du 
reflux .de la: mer ,:.pour.le, sujét du prix de Mathématiques, qu’elle 
décerna. en 1740: Quatre pièces furent couronnées : les trois premières, 
fondées sur le principe-de la-pesanteur universelle; élaient de Daniel 
Bernoulli , d'Euler et de Maclaurin. Le jésuite Cavalleri, auteur de la 
quatrième, avait adopté. le système ‘des tourbillons: Ce. fut le derniër 
honneur rendu à ce système, par l'Académie qui se-rémplissait alors 
de jeunes géomètres dont les heureux, travaux devaient contribuer si 
puissamment aux progrès de la: Mécanique céleste. 

Les pièces qui ont pour base; la loi. de la pesanteur universelle, sont 
des développemens de la ‘théorie de! Newton : elles s'appuient non- 
seulement sur cette: loi, mais encore sur l'hypothèse adoptée par ce 
yrand géomètre, savoir que la mer prend à chaque instant la figure’où 
elle serait en équilibre sous l’astre qui l’attire. La pièce de Bernoulli est 
celle qui contient les développemens les plus étendus. L'auteur recherche 
d’abord la figure d'équilibre de la mer attirée par le Soleil, dans le cas 
où ce fluide recouvrirait la Terre entière supposée sphérique et formée 
de couehes sphériques dont la densité varie du centre à la surface, 
suivant une: loi quelconque. I conçoit deux canaux communiquant 
ensemble au centre de la Terre, le premier étant dirigé vers le Soleil, 
_et le second étant perpendiculaire au premier. Ces deux canaux sont 
remplis des:parties des couches terrestres et-de Ia mer qu'ils traversent; 
il suppose toutes ces parties fluides dans l’intérieur des canaux, et: ïl 
détermine lalongement de la colonne dirigée vers le Soleil, pour qu’elle 
soit en équilibre avec’ Pautre colonne. La loi de densité des couches da 
sphéroïde terrestre ; peut être coordonnée de mamière que la formule à 
laquelle on parvient ainsi, donne un alongement propre à satisfaire 
aux hauteurs observées des marées, pour lesquelles Bernoulh juge que 
la formule de Newton donne des résultats trop faibles: Ent appliquant 
à l’atmosphère, la formule de Bernoullr, on trouve que dans lintervalle - 
de ia haute mer à la basse mer suivante, la hauteur du barométre:variez 
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rait d'environ cent cinquante millimètres vers les syzygies ; et cependant 
les observations n'indiquent alors aucune variation sensible dans 1le 
baromètre ; ce que Bernoulkh attribue au ressort de l’air,.qui, suivant lui, 
rétablit très promptement l'équilibre de l'atmosphère, Un rétablissement 
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aussi prompt, dans une masse fluide aussi étendue, ést trop contraire aux 
principes du mouvement des fluides, pour être admis; maïs d’Alembert, 


dans ses recherches sur la cause dés Yents,' à remarqué le vice de la 
formule dé Bernoulli, en ce que le globe terrestre ‘étant solide, on ne 


doit point étendre jusqu'à son centre, Péquilibre des canaux, qui n’a 
lieu que pour les canaux extérieurs «4 ce globe. Cette formule n’est 
exacte que dans le cas où la densité de Fa’ mer est égale à la densité 


moyenne de la Terre; et alors, élle donné'le résultat de la formule 


de Newton. 

Bernoulli déterminé les hauteurs et les heures des marées, en sup- 
posant d’abord le Soleil et la Lune mus’ dans le plan de l'équateur. Il 
donne les expressions de ces quantités, ent ayant égard aux variations 
de la distance de a Lune à la Terré, et'il réduit ces expressions en 
tables. 11 conclut le rapport des’ actions du Soleil et de la Lune sur la 
mer, des retards journaliers dés marées} retards qui sont à leur minimum 
dans les syzygies, et à leur maximum dans’ les quadratures. Ce moyen 
d’obtenir ce rapport, lui semble préférable à la considération du #4xi- 
mu et du minimum des hauteurs, employée par Newton. Cependant lob- 
servation des hauteurs des pleines mers étant plus facile et plus sûre que 
celle des heures de leur arrivée, elle doit donnér une valeur plus précise 
de ce rapport, pourvu qu’on ait égard à toutes les causes qui peuvent la 
modifier. Par cette raison, Jai préféré pour cet objet la considération 
des hauteurs des marées. Quant au retard des maxima et des minima 
des marées, sur les instans des syzygies ét des quadratures, Bernoulli 
lattribue, comme Newton, à l’inertie des eaux de la mer, et peut-être, 
ajoute-t-il, une partie de ce retard dépend du temps qué l’action de 
la Lune emploie à parvenir à la Terre. Mais j'ai reconnu que l'attraction 
universelle se transmet entre les corps célestes avec une vitesse qui, si 
elle n’est pas infinie, surpasse plusieurs millions de fois la vitesse de la 
lumière’: ét l’on sait que la lumière de la Lune parvient en moins de 
deux secondes ; à la Terre. | 

Bernoulli considère ensuite le cas de Finature, dans lequel les orbes 
du Soleil et de là Euneé sont inclinés’à l'équateur. Il’ trouve que lex cès 
des hauteurs de deux pleines mers consécutives, Pune sur l’autre, serait 
trés grand dans no$ ports, vers Îles sÿzygres solsticiales. Il explique, 
comme Néwton, le peu de différence que lon observe entre ces hau- 
teurs, par Le mouvement d’oscillation de la mer, en vertu duquel la plus 
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grande marée donne à très peu près, à la plus petite, ce qui manque 
à celle-c1 pour l’égaler. Mais nous avons remarqué ci-dessus le vice de 
cette explication, Bernoulli termine: sa pièce par la recherche du point 
fixe ; auquel il convient. de rapporter les hauteurs des. pleines mers. H 
re. ce point à la surface, d'équilibre. que la mer prendrait si le Soleil 
et la Lune cessaient de Vagiter:; ; etiltrouve qu il est aux deux tiers de 
l'intervalle du raximum.des hautes mers au 7rinimum des basses mers; 
ce qui n’est pas exact, par. les considérations suivantes. 1? expression 
des actions du Soleil et de la Lune, développée en cosinus d’angles 
proportionnels au temps, est. formée . deux: parties, l’une Hp 
dante du mouvement de rotation de la Terre, l’autre dépendante de 
ce mouvement. La première. partie n’éleve pas à Brest, la mer, d’un 
tiers de mètre au-dessus de sa surface d'équilibre. Elle n’est point sen- 
siblement modifiée, par les. circonstances accessoires. L'autre partie, 
considérablement augmentée par.ces circonstances, élève la mer autant 
au-dessus. de sa surface d’équihbre,. qu’elle l’abaisse au-dessous. C’est 
donc à fort peu près au milieu de l'intervalle dela plus haute à la 
plus basse mer, que le-point dont il s’agit, doit être placé. 

Euler, dans sa pièce, conçoit d'abord, ainsi que Newton el Daniel 
Dot la mer en équilibre sous re du Soleil. Il détermime la 
figure qu’elle doit prendre pour être en équilibre, par la condition que 
la force dont chaque molécule est animée, soit perpendiculaire à cette 
surface. En n'ayant point égard à l'attraction mutuelle des molécules 
de la mer, ce qui simplifie Penreeyip le problème; il trouve une figure 
elliptique dont l'extrémité du grand axe dirigé vers le Soleil, élève 
au-dessus de la. surface d’ équilibre de la mer non soumise à l’action 
du Soleil, d’une quantité égale à la masse du Soleil, divisée par le cube 
de sa ne au centre le Terre, la masse de cette planète et son 
rayon étant pris pour unité. Ce résultat n’est qu'environ le quart de 
celui de: Newton. Euler en conclut que la méthode de Newton est 
erronée, et que ce grand géomètre n’a pas même touché la question: 
Mais le peu d’accord de leurs résultats provient .de ces deux causes ; 
l’une, que Newton donne la différence des deux demi-axes du sphéroïde 
aqueux, ou la hauteur dela pleine mer au-dessus de la basse mer; 
tandis qu'Euler ne donne que la hauteur de la pleine mer au-dessus de 


sa surface d'équilibre , hauteur qui n’est que les deux tiers de Ja première. 
La seconde cause est l’attraction mutuelle des molécules de la mer que: 
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Newton suppose de même densité que la Terre, et qui: augmente la 
différence des deux demi-axes du sphéroïde aqueux. Par la réunion de 
ces deux causes, le résultat d’Euler est à celui de Newton, dans le 
rapport de quatre à quinze. Aïnsi, au lieu des reproches qu’Euler fait 
à la méthode de Newton, 1l devait plutôt en-admirér la finesse. Euler 
s’élevant au-dessus de Fhypothèse que la mer est à chaque instant en 
équilibre sous l’action du Soleil, essaie dans sa pièce, de soumettre 
au calcul les oscillations de ce fluide. Maïs la théorie du mouvement 
dés fluides , à laquellé’il a tant contribué lui-même, n’était pas encore 
connue. Il y a suppléé par la supposition qu’une molécule de la mer en 
mouvement, tend à revenir à sa position verticale d'équilibre, avee une 
force proportionnelle à sa distance verticale de cette position. En combi- 
nant cette force avec l’action du Soleil, il parvient, pour ‘déterminer 
cette distance, à une équation différentielle linéaire du second ordre. 
Euler donne une méthodé pour intégrer ce-genre d’équations qui se 
rencontrent si fréquemment dans la Pliysique céleste: Cest la chose la 
plus remarquable de sa pièce, et la seule à laquelle on reconnaît le grand 
analyste qui, par ses découvertes dans toutes les branches de l'Analyse 
et par la perfection qu'il a su donner à la langue analytique, peut êlre 
regardé comme le père de PAnalyse moderne. 

ne viens enfin à la pièce de Maclaurin, dont j'ai déjà parlé dans le 
premier chapitre du Livre XI. Elle offre peu de détails sur le flux et le 
reflux dela mer; mais par l’importance et la nouyeauté des théorèmes 
qu’elle contient sur les attractions des sphéroïdes, et par Pélécance de 
leurs démonstrations synthétiques, elle méritait au moins de Matte sér 
le prix de l’Académie. 

D’Alembert, dans son Traité-sur la cause générale des vents, qui 
remporta, en 1746;ile prix proposé sur cet objet-par l’Académie des 
Sciences de Prusse, considéra les oscillations de l'atmosphère, produites 
par les attractions du Soleil ét dela Lune. En supposant la Terre privée 
de son mouvement-derotation, dontil jugeait la considération inutile 
dans ces ,recherches,,: et’ suppesant latmosphère partout également 
dénse et, soumise: à’attraction d’un ‘astre-en repos, "il détermina les 
oscillations. de-ce, fluide. Mais lorsqu'il voulut traiter le cas où l'aire 
est en mouvement, la difliculté-du-problème le forçade recourir, pour 
le simplifier. a des Pntilrasée précaires dontles résultats ne peuvent pas 


mêmeêlre considérés commé des approximations. Ses formules donnent 
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un vent constant d’orient en occident, mais dont l'expression dépend 
de l’état initial de l'atmosphère; or les quantités dépendantes de cet 
état ont dû disparaître depuis long-temps, par toutes les causes, qui 
rétabliraient l’équilibre de l’atmosphère, si l’action des astres venait à 
cesser; on ne peut donc pas expliquer ainsi, les vents alisés. Le traité 
de d’Alembert est remarquable par les solutions de quelques problèmes 
sur le calcul intégral aux différences partielles, solutions dont il fit un 
an après, l’application la plus heureuse au mouvement des cordes 
vibrantes. 

. Le mouvement des fluides qui recouvrent les planètes était donc 
un sujet presque entièrement neuf, lorsque j’entrepris, en 1774, de 
le traiter. Aidé par les découvertes que l’on venait de faire sur le calcul 
aux différences partielles et sur la théorie du mouvement des fluides , 
découvertes auxquelles d’Alembert eut beaucoup de part, je publiai 
dans les Mémoires de l’Académie des Sciences, pour l’année 1979 , les 
équations différentielles du mouvement des fluides qui recouvrent la 
Terre, quand ils sont attirés par le Soleil et la Lune. J’appliquai d’abord 
ces équations au problème que d’Alembert avait tenté inutilement de 
résoudre , celui des oscillations d’un fluide qui recouvrirait la Terre 
supposée sphérique et sans rotation, en considérant l’astre attirant en 
mouvement autour de cette planète. Je donnai la solution générale 
de ce problème, quelle que soit la densité du fluide et son étatinitial , 
en supposant même que chaque molécule fluide éprouve une résistance 
proportionnelle à sa vitesse ; ce qui me fit voir que les conditions pri- 
mitives du mouvement sont anéanties à la longue par lefrottement ‘et 
par la petite viscosité du fluide. Mais l’inspection des équations diffé- 
 rentielles me fit bientôt reconnaître la. nécessité d’avoir égard au 
mouvement de rotation de la Terre. Jeconsidérai donc ce mouvement, 
et je m'attachai spécialement à déterminer les oscillations du fluide, 
indépendantes de son état initial ,les seules qui soient permanentes. 
Ces oscillations sont de trois espèces. Celles de-la première ‘espèce sont 
indépendantes du mouvement de rotation: dela terre’, et leur déter- 
minaton offre peu de dificultés. Les oscillations dépendantes de la 
rotation de la Terre , et dont la période est d’environ un jour, for- 
ment la seconde espèce. Enfin, la troisième espèce est composée des 
oscillations dont la période est à peu près d’un demi-jour : élles surpassent 
considérablement les autres dans nos ports. Je déterminai ces diverses 
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oscillations, exactement dans les çasoù cela se peut, et par des approxi- 

mations très çonvergentes, dans les autres.cas. L'excés::de. deux. pleines 
mers consécutives l’une sur l’autre, dans les:solstices) dépend des 

oscillations de la seconde espèce. Cet excéstrès pensensible:à Brest, y 

serait fort grand suivant la théorie de Neyton: Ge-grand géomètre et ses 

successeurs. attribuaient, comme. je-lar dit, cette: différencesentre leurs 

formulesetlesobservations, à l’inertie deseaux de l'Océan: Mais l'Analyse 

me:fit voir qu’elle. dépend dela loi de profondeur dela mer: Je cherchai 
donc la loi qui rendrait nul cet-excès.;-et, je trouvai que: la profondeur 
de la mer devait être pour cela, constante. En-supposant.iensuite la. 
figure de la Terre, elliptique, ce qui donne pareillement àla mer une- 
figure elliptique d'équilibre; je, donnai l'expression générale des inéga- 
lités de la seconde.espèce, et j'en conclus cette propositionremarquable, 
savoir que les mouyemens de l'axe terrestre:sont.les mêmes que:si la mer 
formait une masse solide avec.la terre; cequi était contraire à: l'opinion 
des géomètres et spécialement de d’Alembert qui;-dans:son important 
ouvrage sur la Précession des équinoxes, avait avancé que la fluidité de 
la mer lui ôtait toute influence sur,ce phénomène. Mon:analyse me 
fit encore reconnaître la condition générale de la stabilité de l’égilibre 
de la mer. Les géomètres, en considérant l'équilibre d’un: fluide placé. 
sur un sphéroïde elliptique ,.ayaient remarqué qu’en aplatissant un peu 
sa figure , il ne tendait à revenir à son. premier état, que..dans le cas :où 
le rapport de sa densité à celle du sphéroïde. serait ;au-dessous: de £, 
et, ils avaient fait de cette condition , celle de la stabilité de. l’équilibre 
du fluide. Mais il ne suffit pas, dans cette recherche, de,considérer un 
état de repos du fluide, très voisin de l’état d’équiibre;ñl-faut supposer 
à ce fluide un mouvement initial quelconque.très petit etl déterminer 
la condition nécessaire pour que le mouvement reste toujours-contenu 
dans d’étroites.limites. En envisageant.ce problème «sous ce-point:devue 
général; jetrouvai que si la, densité moyenne! de la Terre surpasse celle 
de la mer, cefluide dérangé: par des causes quelconques;,:de-son état 
d'équilibre, nes’en écartera jamais que de.quantités très petites ;:mais 
que les 'écarts.pourraient être fort grands, .s1,cette condition n’était.pas 
remplie. Enfin je déterminai les oscillations de l'atmosphère sur l'Océan 
qu'il recouvre; et.je trouva que;les attractions. du Soleil et. de la Lune 
ne peuvent produire le monvement:constant:d'orient;en occident; :que 
l’on observe sous:le nom devents.alisés.Les oscillations.de l'atmosphère 
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produisent dans la hauteur du baromètre; de petites oscillations dont 
l'étendue à l'équateur est d’un demi-millimètre et qui méritent l’at- 
tention des observateurs. | 

Les recherches précédentes; quoïque fort générales , sont encore loim 
de représenter les observations des marées dans nos ports : ellés sup: 
posent la surface du: sphéroïde terrestres régulière et récouvérté entiè- 
rement par li mer;tét l’on:sent que les grandes irrégularités de cette 
surface doivent modifier-considérablement le mouvement des eaux dont 
elle n’est qu’en partie’; recouverte. L'expérience montre en eflet, que 
les circonstances accessoires produisént des variétés considérables dans 
les hauteurs et dans'les heures des marées, des ports mêmé très 
rapprochés. Ilestimpossible de soumettre au calcul, ces variétés, parce 
que les circonstances dont elles dépendent ; ne sont pas connues; ét 
quand même elles le seraient, l'extrême difficulté du problème empé- 
cherait de le résoudre: Cependant, au miliea des modifications nom= 
breuses du mouvement de la mer, dues aux circonstances, ce mouvement 
conserve avec les forces qui lé produisent , des rapports proprés à indi- 
quer la nature de ces forces; et à vérifier la loi des attractions du Soleil 
et de la Lune sur la mer. La recherche de ces rapports des causes à leurs 
effets n’est pas moins utile däns la Philosophie naturelle, que la 
solution directe des problèmes, soit pour vérifier lPexistence de ces 
causes, soit pour déterminer les lois de leurs eflets : elle est d’un usage 
plus fréquent, et elle est ainsi que le Calcul des probabilités, un 
heureux supplément à lignorance ét à la faiblesse de Pesprit humain. 
Dans la question présente, j'ai fait usage du principe suivant, qui peut 
être utile dans d’autres occasions. 

« L'état d’un système de corps dans lequel les conditions primitives 
» du mouvement ont dispart par les résistances qué ce mouvement 
» éprouve, est périodique comme les forces qui Paniment.» 

De là j'ai conclu que si la mer est sollicitée par une force périodique 
exprimée par le cosinus d’un angle qui croît proportionnellement 
au temps ; il en résulte uri'flux partiel exprimé par le cosinus d’un angle 
croissant de la même manière, mais dont la constante renférmée sous 
le signe cosinus, et le coefficient de ce cosinus, peuvent être, en vertu 
des circonstances accessoires, très différens dés mêmes constantes dans 
lexpression de la force, et ne peuvent être déterminés qué par lobser- 
vation. L'expression des actions du Soleil et de la Lune sur l& mer, 
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peut être développée dans une série convergente de pareils cosinus. 
De. là naïssent autant de flux partiels qui, parle principe de la 
coexistence des petites oscillations, s'ajoutent ensemble: pour: former 
le flux total que l’on:observe dans un:port. Cest sous ce point de:vue, 
que-J'ai envisagé, les marées. dans le-quatrième: Livre: Pour:-lier entre 
elles les diverses constantes des flux. partiels ; J'ai: considéré-:chaque flux 
commé produit, par l’action d’un astre qui se meut-uniformément dans 
le plan de l’équateur. Les flux dont. la. période est :d’environ: un 
demi-jour , sont. dus à. l’action d’astres: dont:.le..:mouvement propre 
est. fort lent: par rapport au mouvement:.de:rotation:dela Terre; 
et.comme l'angle du cosinus. qui exprime l’action. d’un: derces:astres, 
est un multiple de la rotationide.la Ferre, plus ou moins un multiple 
du mouvement propre de l’astre,.et que d’ailleurs les constantes des : 
cosinus qui expriment les flux produits par deux: astres, auraient les 
mêmes rapports aux constantes des cosinus.qui,expriment-leurs actions, 
si. les mouvemens propres étaient égaux; J'ai sûpposé queles rapports 
varient d’un astre à l’autre, proportionnellement à! la différence: des mou- 
vemens propres. L'erreur de cette hypothèse, s’il yen. à une, n’a point 
d'influence sensible sur les principaux résultats de.més: calculs: 

Les, plus grandes variations de la hauteur des marées dans nos;ports, 
sont dus à l’action du Soleil et.de la Lune , supposés mus uniformément 
dans, leurs orbites et:toujours à:la même .distance:de-la Térre.-Mais 
pour avoir Ja loi de! ces variations, il faut combinér les observations. de 
manière que toutes lesiautres variations disparaissent. de. leur résultat. 
C'estice que l’on obtient, en considérant les: hauteurs.des, pleines mers 
au-dessus des basses mers voisines, dans les syzygies et.les.quadratures 
prises, en, nombre égal vers. chaquê équinoxe et vers, chaque solstice. 
Par ce. moyen, les flux indépendans de la rotation de;la Terre, et ceux 
dont la période est d'environ un jour, disparaissent, ainsi, que. les flux 
produits,par la'variation de la distance du Soleil à la Terre. En consi- 
dérantitrois syzygies outrois quadratures consécutives, et en doublant 
lintermédiawe, on, fait disparaître les. flux que. produit la; variation de 
la distance de la Lune; parce .que.si cet. astre est.périgée ‘dans. une 
syzygie, 1Lest à peu près apogée. dans la syzygie suivante ;..et. la com- 
pensalon..est d'autant plus exacte, que l’on.emploie un. plus grand 
nombre.d’cbseryations.. Par ce procédé... l'influence, des ivents, sur. le 
résultat de. observations devient presque nulle;icar. si-le vent élève la 
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hauteur d’une pleine mer, il élève: à peu‘ près autant la basse mer 
voisine, et son éflet disparaît dans la différence des‘deux hauteurs. 
Cest: ainsi qu’en combinant ‘les observations de manière que leur 
ensemble ne‘présente ‘qaw'üntélément; on parvient à déterminer suc- 
cessivement tous les :élémens des phénomènes. T’analyse des proba- 
bilités fournittpourobtenirces‘élémens, ‘ne méthode-plus sûre encore 
et que lon peut désigner parle nom de méthode la plus avantageuse. 
Elle consisté à former entre les élémens, autant d'équations de condi- 
tion; qu'iby a d'observations. On'réduit par les règles’dé cette méthode. 
le nombre: dércéstiéquationss à celui des: élémens qué Pon détermine 
en-résolvant:lest équations ‘ainsi! réduites: Cest parce procédé, que 
M: Bouvard aïconstruit:ses excellentes Tables de Jupiter, de Saturne et 
d’Uranusi:Mais ‘des observations: desmarées; étant loin d’atteindre la 
précisionidèes observations'astronomiques ; ; le:très grand nombre de celles 
qu'il fautsemployer poursque deurs'erreurs se/compensent,; ne ? permet 
pas de leurcappliquer la méthode la plus ‘avantageuse. | 
Surlinvitation der Académie des Sciénces; on ft au commencement 
du dernierssiècle ;° dans le port de. Brest, des ‘observations des marées 
pendañt'sixiannées consécutives. Cest à ces observations publiées par 
Lalande ; que j'aicomparé dans le Livre cité, mes formules. La situation 
de cé ‘port est tres favorable à ce: genre ‘d SORTE il communique 
avec la mér partun vaste canal”au fond'duquel:on ‘a ‘construit. Les 
irrégularités du mouvement'de laïmer-parviennent amsitdansrle port, 
très affaiblies ; ‘à peur près comme-1les :oscillations’:que le: mouvement 
irrégulier d’unvaisseau produit dans le! baromètre, sont atténuées par 
un étranglement fait au tube ‘de-cet instrument. D'ailleurs, les marées 
étant considérables à Brest; les variations-accidentelles n’en sont qu’une 
faible partie Aussi-lon remarque/dans:les observations de ces marées, 
pour péu qu'on les'multiplie; une'grandesrégularité quem’altère point 
la'pétite rivière qui vieht.se ‘perdre dans: la-rade immense de ce port. 
Frappé de cette régularité;je proposai au gouvernement d’or donner 
que” l’on fit à Brest uné nouvelle:suite d'observations des marées , et 
qu'elle it'continuéelawrmoinsrpendant une période du mouvement de 
nœuds de lorbite lamaife..C'estsce: querlon + entrepris : Ges:nouvelles 
observations 'datentidu prenierquinyde:lanmée 1806;1etsdepuwus-cette 
époque ; elles’ont'étéedntimiées haquesjourssans interruption. On a 
considéré celles de: l'année! r807;°et: descquinze. années «suivantes: Je 
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dois au zèle infatigable de M: Bouvard pour tout ce qui intéresse 
l’Astronomie , les calculs immenses: que ‘la: comparaison:de mon ana- 
lyse avec lesobservations à exigés: Il y°a employé:-près .deosix mille 
observations: les résultats de ces caleuls sont consignés dans les tableaux 
que on verra ci-après: Pour avoirles hauteurs-des-pleines mers. ; et leur 
variatioh qu, près du maæimumetduminimum:;est proportionnelle au 
carré du temps; on a considéré vers chaque quunoxe let:vers chaque 
solstice ;5trois syzygies consécutives-entre lesquelles l’équinoxe..ou le 
solstice était compris : on-a-doublé:les ‘résultats - de; la:syzygie: inter 

médiaire!, pour détrue:les effets ; de lab paralla xec lunaire; On: a: pris 
dans chaque syzygie; la hauteur de:la pleme:mer: du son, au-dessus 
de la basse mer: du matin; du jour qui précède da :syzygie, du jour 
même: de la syzygie-eti des quatre: jours: qui: la suivent; Parce que le 
mazimum-des marées tombe à peu près au! milieu ‘descet intervalle : le 
choix des heures est fondé-sur: ce que-les‘observations/faites pendant le 
jour, en deviennent:plus sûres et plus exactes. On:afait pour chacune 
des seize années, une somme des hauteurs des marées des Jours cor- 
respondans dans les syzypies équinoxiales ;:et: nne-pareille somme rela- 
tivement aux syzygies solsticiales:;-et l’on en a conclu les:maxima des 
hauteurs des pleines mers, près des syzygies, soït équinoxiales ; soit 
solsticiales; et les: variations de ces hauteurs près: de leurs maxima. 
L’inspection de ces hautenrs et de leurs variations montre la régularité 
de ce:genre d'observations:dans le:port-de Brest, 

Dans les quadratures, on a suivi un procédé semblable, avec la seule 
diffévenceque l’on a pris Pexcès de la haute mer du matin:surda basse mer 
du soir, du jour de la quadrature et des trois'jours qui la:suivent, L’ac- 
croissement des marées quadratures, à partir de leur minimum; étant 
beaucoup plus rapide ;:que 1x diminution des marées syzygies, à ;partir 
de leur maximum; ona dû restreindre'à un plus petit intervalle, la loi 
dé variation proportionnelle :au-carré du temps: On a formé pour chacune 
des seize années, des:tableaux pareils à ceux des marées syzygies. 

Tous ces tableaux montrent avec:évidence:, l'influence des déclinai- 
sons du Soleïket dela Lune, mon+seulement-sur les: hauteurs absolues 
des marées; mais encore sur:deurs variations. Plusieurs savans et. ,spé- 
cialement; Lalande, avaient révoqué-en-doute cette :mfluence;; parce, 
qu'au liew de considérer un: grande ‘ensemble:d’observations;, ils s'étaient 
attachés: à quelques observations ‘isolées où lasmer, par l'effet de causes 
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accidentelles, s'était. élevée à une :igrande hauteur; vers les, solstices, 
Mais l’application:laplussimple-dusalcul.des probabilités, aux résultats 
de M. Bouvard;suflit pour voir que-la probabilité de:l’influence de la 
déclinaison desasires, estexcessiveet:bien supérieuré-celle d’un.grand 
nombre de:faitssur lesquels onine:se permet aucun-donte-, | 

Ona concludes variationssdes:maréesiprès de: leursémaxima :et de 
leurs minima: mtervalle dont 'cesymaxima:et:ces minima:suivent les 
syzygies et. Le quadraturesk etlonsaitrouvécet witervalle;: d'un jour et 
demi. à fortpeu près 706 lquiest pafäitement: d'accord avec:ee que: les 
observations’anciennes m’ontidonné dans le-quatrièmie Livre, Ie même 
accord:a lieu: relativement: aux:|2randeurs: de:ces»maxime:et-de ces 
minima, etpar rapporbauxyarrations des hauteurs des marées, à partir 
de-ces ponts ; en sorte ique-læ-naturei, après un:siècle; s’est retrouvée 
conforme àelle-même::l/imtervalle dont je viens de parler ; dépend des 
constantes renfermées-sous les-signes cosinus,dans les expressions des 
deux fluxoprincipauxdussaux--actions: du; Soleil ;et-de-la Lune. Les 
constantes correspondantes de-Pexpression:des forces sont différemment 
modifiées par lès circonstances: äccessoires : au moment de la syzygie ; 
le flux lunaire: précède le flux;solaire jet: ce: m'est: qu'un jour et demi 
après ,; que le flux Tunairerretardant: chaque-jour sur-le flux «solaire , 
ces deux: flux coïncident.et:produisent-aimsidle:maximum: des. marées. 
Une modification -semblable:a liew-dans ies-constantes: qui multiplient 
les cosinus : 1l en résulte-un’accroissement-dans l’action des astres sur 
la mer. Jai-donné dans le quatrième! Livre:,-le moyen de reconnaître 
cet. accroissement que javais trouvé d’un dixième;par:les observations 
anciennes) mais/quoiquedes-observations:des!maréessquadratures::s’ac- 
cordassent.surice point avec-les observations:des marées syzygies; j'avais 
dit qu'un-élément-aussi délicat exigeait un ‘bien ‘plus: grand nombre 
d’observations::Les calculs de M: Bouvard: ont confirmé: lexistence de 
cet accroissement ; et: lont-portésà; unquartàsfortrpeucprès; pour la 
Lune. La détermination: de:ce rapportest mécessairé pour:concelure des 
observations des marées ; les:rapports-véritablesdes actionsdu-Soleil et 
de la Lune dont; dépéndentdesphénomenes-de: la «précession! des équi- 
noxes et de lamutation de l'axe terrestre Enseorrigeant des actions: des 
astres surlærmer, désleursraccroissemens- dus aux: circonstañces-acces: 
soires; on: trouveisen--secondésr sexagésumales: 9/4 pour la! nutation , 
6”,& pour l'équation lunaire :des-tables-dwSoleilp etrlasmasse dela 
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Lune, un 75° de celle de la Terre. ‘Ces résultats sont à très peu prés 
ceux que donne la discussion des observations astronomiques. L'accord 
de valeurs obtenues par des moyens si' divers, est bien remarquable. 
C'est en comparant à mes formules , les maxima et les minima des 
hauteurs observées des marées, que les actions du Soleil et de la Lune 
sur la mer et leurs accroissemens ont été déterminés. Les variations 
des hauteurs'des marées près de ces ‘points, ‘en sont une suite nécessaire ; 
en substituant donc les valeurs de‘ces actions, dans mes formulées , on 
doit retrouver à fort peu près les variations observées. C’est ce que lon 
retrouve en effet. Cet accord est uné grande confirmation de la loi de 
la pesanteur universelle : elle reçoit une nouvellé confirmation, des 
observations des marées syzygies vers l'apogée ‘et ‘vers le périgée de la 
Lune. Je n’avais considéré dans le quatrième Livre, que la différence 
des hauteurs des marées dans ces deux positions de la Lune. Je considère 
de plus la variation de ces hauteurs à partir de leurs maxima ; et sur 
ces deux points, mes formules représentent'les observations. 

Les heures des marées et leurs retards d’un jour à l’autre, offrent les 
mêmes variétés que leurs hauteurs. M. Bouvard en a formé des tableaux 
pour les marées qu’il avait employées dans la détermination des hauteurs. 
On y voit évidemment Finfluence des déclinaisons des astres et de la 
parallaxe lunaire. Ges observations comparées à mes formules, offrent le 
même accord que les observations des hauteurs. On ferait sans doute 
disparaître les petites anomalies que ces comparaisons présentent encore, 
en déterminant convenablement les constantes de chaque flux partiel. 
Le principe par lequel j’ai lié entre elles ces constantes diverses, peut 
n'être pas rigoureusement exact. Peut-être encore ; les quantités que 
l’on néglige en adoptant le principe de la coexistence des oscillations, 
deviennent sensibles dans les grandes marées. Je me suis ici contenté 
de noter ces anomalies légères ; afin’ de diriger ceux qui voudront 
reprendre ces calculs, lorsque les observations des marées que l’on 
continue à Brest ‘et qui sont déposées à l'Observatoire royal, seront 
assez nombreuses pour donner la” éertitude que ces anomalies ne sont 
point dues aux erreurs des observations. Mais avant que de modifier les 
principes dont j'ai fait usage, il faudra porter plus loin les approxi- 
mations analytiques. -: 

Enfin j'ai considéré le flux dont la période est d'environ un 
jour En comparant les différences de deux hautes mers, et de deux 
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basses mers consécutiyes,.dans.un-grand:nombre desyzygies solsticiales ? 
j'ai déterminé la randeur de ceflux etd’heure de son zzaximum dans 
le-port de. Brest: Jai. trouvé. un cinquième : de mètre.à. fort. peu: près 
pour sa grandeurs et un dixième de. jour.environ pour le.temps dont 
il précède. à. Brest» l'heure du ,maximum.:de Ja. .marée.semi-diurne. 
Quoique sa grandeur. ne,soit. pas.un. trentième de. la grandeur du flux 
semi-diurne, cependant les. forces génératrices de. ces .deux. flux. sont 
à peu pres Fe ce.qui montre combien différemment. les circonstances 
accessoires, influent :sur, la grandeur, des; marées. On. n’en sera point 
surpris , si, l’on considère que. dans. le: cas même:où la-surface de la 
Terre serait régulière et. recouverte, entièrement par la mer, le flux 
diurne sprl si Ja profondeur.de la mer était constante, 

Les circonstances accessoires peuvent encore faire disparaître dans un 
port les inévalités; semi-dinrnes,,. et rendre très sensibles les inégalités 
diurnes. Alors 1l n’y a chaque jour qu'une marée , qui disparaît lorsque 
les astres sont dans l’équateur. C’est ce que l’on a observé à Batsham, 
port du royaume de Tunquin, et dans quelques îles dé la mer du Sud. 
J’observerai relativement à ces circonstances, que les unes s’étendent à 
la mer entière et se rapportent à des causes. très éloignées du port où 
lon observe les marées; on ne peut douter; par. exemple, que les 
ondulations de l’Océan atlantique. et de la mer du.Sud, réfléchies par 
la côte orientale de l’Amérique, qui s'étend presque d’un pôle à l’autre, 
n’aient une grande influence. sur les marées du. port de Brest. Cest 
principalement de,ces. circonstances, que dépendent les phénomènes 
qui sont. à peuprés les mêmes. dans nos ports. Tel paraît être le retard 
de la plus haute marée sur l'instant de la syzygie. D’autres circonstances 
plus rapprochées du port, telles que les. côtes ou:les. détroits: voisins, 
produisent. les différences que l’on ,observe entre les! hauteurs :et, les 
heures des marées, dans des ports peu distans entre, eux. De làilsuit 
qu'un flux partiel n’a pointavec lalatitude du port; le rapport-indiqué 
par la force qui le produitsypuisqul dépend deflux semblables:cor- 
respondans à des latitudes fort éloignées et même à unsautre hémisphère. 


On ne peut donc déterminer que An l’obseryation, le:signeet-la pie | 


deur de ce flux. 

Les phénomènes des marées, ; dont; je viens lé nhtLE > dépendent des 
termes du développement. de doi destastres, divisés par le: cube 
de leurs distances à la Terre, les seuls que l’on ait i: considérés ; jusqu'ici. 
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Mais la Eune est assez rapprochée de da:Terre, pour que les termes 
de l’expression: de son action; divisés par:la quatrièrhe puissance de 
sa distance, soïetit: sensibles dans les résultats d’un grand nombre 
: d'observations; car on sait par-la théorie des probabilités, que le nombre 
des observations supplée à deur défaut :de précision. ét, fait connaître 
dés inégalités beaucoup moindres queles erreurs ‘dont chaque obsér- 
vation ‘est susceptible. On peut :mêmez;par.cettécthéorie, assigner le 
nombre d'observations nécessaires pour :acquérir-une grande probabilité 
que l'erreur du résultat obtenu est-renfermée dans des limites données. 
J’ai donc pensé que! linfluence des termes de l'action de la Lune, 
divisés par la quatrième puissance :de’sa-distance à, la Terre, pourrait 
se manifester dans l’ensemble des nombreuses observations discutées 
par M. Bouvard. Les flux eorrespondans-auxstermes divisés par le cube 
de la distance ne donnent aucune &ifférence entre-les marées des, nou- 
velles lunes et celles des pleines/lunes. Maïs :ceux qui-ont pour. diviseur, 
la quatrième puissance de la-distance, méttent une différence entre ces 
marées. Ils produisent un flux dont la }frivde ést d'environ un tiers 
dé jour. Les observations de M. Bouvard, discutées sous ce point de 
vue, indiquent avec une grande probabilité l’existence de ce flux 
partiel. Elles établissent encore, sans aucun doute, que l’action de Ja 
Lune pour élever la mer'à Brest, ést plus grande lorsque sa ‘déclinaison 
est ‘australé, que lorsqu'elle 'est boréale; ce qui ne peut être dû qu'aux 
termes de l’action lunaire, divisés par la quatrième puissance de la 
distance. 

On voit par cet exposé, que la recherche-des rapports généraux entre 
les phénomènes dés marées, et les actions ‘du Soleil ‘et de la Lune 
sur li mer, supplée heureusement à l'impossibilité d'intégrer les équa- 
tions différéntiellés de son mouvement, et à l'ignorance des données 
nécessaires pour déterminer les fonctions arbitraires qui‘entrent dans 
leurs intégrales : 11 éñ ‘résulte “ne certitude ‘entière, que ces phéno- 
mênes ont pour unique cause, l’attraction:de ces deux ‘astres, confor- 
mément à la loi‘de la pesanteur universelle. 

J’ai insisté particulièrementsur le flaxete reflux de la.mer, parce 
qu’il est de tous les'effets de l’attractiondes corps célestes le ‘plus près 
de nous 'et‘le plus sensible ; d’ailleurs ilm’a paru ‘très propreià ‘montrer 
comment on peut reconnaître’et déterminer/par un grand nombre d'ob- 
servations même pewprécises, les lois’et les causes des :phénomènesdont 
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il est impossible d'obtenir les expressions analytiques ;-par la formation 
et liitégration de leurs ‘équations différentielles. Tels sont les effets de 
la chaleur ‘solaire sur atmosphère, dans la production des: vents alisés 
et des moussons, et dans les wariations:régulières ; soit. diurnes, soit 
annuelles , du‘baromètre et du thermomètre. 

Pour ‘arriver à l'Océan, Paction -du Soleil ;et de là Lune traverse 
l’atmosphère qui doit} par conséquent ;-en éprouver l'influence , et être 
assujettie à des mouvemens semblables à eeux: dela. mer, mouvemens 
dont j'ai donné la théorie dans le quatrième Livre. De là résultent des 
ventset des oscillations dansle baromètre,dontles périodes sont les mêmes 
que celles du flux et dureflux. Mais:ces vents sont peu considérables et 
presque insensibles dans’une atmosphère d’ailleurs fort agitée : l'étendue 
dés oscillations’ du baromètre n’est pas d’un: millimètre, à l’équateur 
même où elle est la plus grande: Cependant, les: circonstances locales 
qui augmentent considérablement les oscillations de la mer, peuvent 
également ‘accroître les ‘oscillations: du baromètre dont lobseryation 
suivie sous ce rapport, mérite l’attention des physiciens. : 

Le flux atmosphérique est produit par les trois causes suivantes : la 
première est l’action directe du Soleil et de la Lune sur J’atmosphère; 
la seconde est Vélévation et l’abaissement périodique de l’Océan, base 
mobile de l’atmosphère ; da troisième enfin, est d'attraction de ce fluide 
par la mer dont da figure varie périodiquement. Ces trois causes 
dérivant des mêmes forces attractives du Soleil et de la Lune; .elles,ont 
ainsi que leurs effets, les mêmes périodes que ces forces, conformément 
au principe sur lequel jai fondé ma théorie des marées. Le flux atmo- 
sphérique:est donc soumis aux mêmes lois que de flux de l'Océan : il est, 
comme lui, la combinaison de deux flux partiels produits, lun par 
action du'Soleïl, l'autre par Paotion de la Lune. La ‘période du flux 
atmosphérique solaire est d’un.demi-jour solaire; et celle du flux lunaire 
est d’un demi-jour lunaire: L'action dela Lune sur la mer à Brest, étant 
triple de celle du Soleil ; le :flux: lunaire atmosphérique est au moins 
double du flux solaire. Ces considérations doivent nous guider dans de 
choix des observations propres à déterminer d'aussi petites quantités , 
et dans la manière de:les combiner, pour se soustraire le plus qw’ilest 
possible , à l’imfluence des causes qui-produisent les grandes variations 
du baromètre. 

Depuis plusieurs années,-on observe, chaque jour, à l'Observatoire 
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royal, les: hauteurs du baromètre et: du thermomètre, à neuf heures 
sexagésimales du matin , à midi, àtrois heures après midi,iet à neuf 
heures du: soir: Ces observations faites avec: les mêmes mstrumens, et 
presque toutes-par le même observateur, sont:par leur précision et par 
leur grand, nombre, propres à indiquer le flux atmosphérique, s’il est 
sensible. On voit avec évidence, la variation diurne du baromètre, dans 
les résultats-de ces::observations : un: mois :sufhit pour : la manifester. 
L’excès de la'plus grande hauteur du baromètre observée qui répond'à 
neuf'heures du matin, sur la plus petite qui-répond:à trois heures du 
soir; est: à! Paris de huit dixièmes de millimètre, par le résultat moyen 
des observations faites chaque jour, pendant six années consécutives. 

La hauteur: du: baromètre due au flux solaire , redevenant chaque 
jour, la même à la même heure; ce flux:se confond avec la variation 
diurne qu'il modifie, et 1l n’en peut être distingué ‘par les observations 
faites à l'Observatoire royal. Il n’en est pas ainsi des hauteurs baromé- 
triques dues au flux lunaire, et qui se réglant sur les heures lunaires, 
ne redevienuent les mêmes aux mêmes heures solaires ,; qu'après un 
demi-mois d'intervalle. Les observations dont je viens de parler, com- 
parées de demi-moïs en demi-mois , sont disposées de la manière la plus 
favorable pour indiquer le flux lunaire. Si, par éxemple, le maximum 
de ce flux arrive à neuf heures du matin, le jour de la syzygie; son 
minimum arrivera. vers trois heures du soir. Le contraire aura lieu; le 
jour de la quadrature. Ce flux augmentera donc la variation diurne du 
premier de ces jours ; il diminuera la variation diurne du second; et la 
différence de ces variations sera le double de la grandeur du flux lunaire 
atmosphérique. Mais le maximum de ce flux n’arrivant pas à neuf héures 
du matin dans la syzygie; il faut, pour déterminer sa grandeur et 
l’heure de son arrivée, employer les observations barométriques de neuf 
heures du matin, de midi et de trois heures du soir, faites chaque jour, 
soit de la syzygie, soit de la quadrature. On peut égalemént faire usage 
des observations des jours qui précèdent ou quisuivent ces phases, du 
même nombre de jours, et faire concourir à la détermination d’élémens 
aussi délicats, toutes les observations de l’année. 

On doit faire ici une remarque importante sans laquelle il serait 
impossible de reconnaître une aussi petite quantité que le flux lunaire, 
au milieu des grandes variations du baromètre. Plus les observations 
sont rapprochées, moins leffet de ces variations est sensible : il est presque 
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nul sur an résultat conclu d'observations faites le même-jour et dans le 
court intervalle de six heures : le:baromètre varie presque toujours avec 
assez de lenteur, pourne pastroubler alors:sensiblement l'effet des causes 
régulières. Voilà pourquoi'le:résultat moyen:des variations diurnes de 
chaque année’est:toujours:le même à fort peu près, quoiqu'il y ait des 
différences de plusieursmillimètres dans les hauteurs moyennes absolues 
barométriques des: diverses années en sorte que‘si lon comparait la 
hauteur moyenne de neuf heures du matin , d’une année; à la hauteur 
moyenne de trois heures:du soir, d’une autre année; ‘on aurait une 
varialion: diurne, souvent très fautive, quelquefois même d’un signe 
contraire à la véritable. Ikimporte donc pour déterminer de très petites 
quantités, de les: déduire: d'observations faites le même jour, et de 
prendre une moyenne entre-un grand nombre de valeurs ainsi obtenues. 
On ne peut conséquemment déterminer le flux lunaire, que par un 
système d’observations faites, chaque jour, au moins à trois heures 
différentes, conformément au système suivi à Observatoire. 

M. Bouvard a bien voulu relever sur ses registres, les observations 
barométriques du jour même de chaque syzygie et de chaque quadra- 
ture, du jour qui précède ces phases, et des premier et second jours 
qui les suivent. Elles embrassent les huit années écoulées depuis le 
1% octobre 1815 jusqu’au 1° octobre :1823. Jai employé les obserya- 
ons de neuf heures du matin, de midi et de trois heures du soir : je 
n'ai point considéré les observations de neuf heures du soir, pour 
diminuer, le plus qu'il: est possible, lintervalle des observations. 
D'ailleurs; celles des trois premières heures ont été:faites plus exacte- 
mentaux heures indiquées, que celles de neuf heures du soir; et le 
baromètre étant éclairé par la lumière du jour, dans ces premières 
heures, la: différence qui peut venir de la manière diverse dont les 
instrumens sont éclairés, disparaît. En comparant à mes formules, les 
résultats de ces nombreuses observations qui correspondent à 1584 jours; 
je trouve un dix-huitième: de millimètre pour la grandeur du flux 
lunaire atmosphérique, et trois-heures et un tiers sexagésimales, pour 
V’heure de son maximum du:sotr, le:jour de la syzygie: 

Cest ici surtout que se fait sentir la nécessité d'employer un très 
grand nombre d'observations, de les combiner de la manière la plus 
avantageuse, et d’avoir une méthode pour déterminer la probabilité 
que l'erreur des résultats obtenus, est renfermée dans d’étroites limites, 
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méthode sans laquelle on est exposé à présenter comme lois de la nature ; 
les effets des causes irrégulières; ce qui'est arrivé souvent en Météorologie. 
J'ai donné eette méthode dans ma Théorie analytique des Probabilités. 
En l’appliquant aux observations, j'ai déterminé la loï des anomalies 
de la variation diurne du baromètre, et j'ai reconnu que l’on ne peut 
pas, sans quelque invraisemblance, attribuer les résultats précédens , à 
ces anomalies seules : 1l est probable que le flux lunaïre atmosphérique 
diminue la variation diurne dans les syzygies, qu'il l’augmente dans les 
quadratures, mais dans des limites telles que ce flux ne fait pas varier 
la hauteur du baromètre, d’un dix-huitième de millimètre en plus ou 
en moins; cc qui montre combien peu l’action de la Lune sur l’atmo- 
sphère est sensible à Paris. Quoique ces résultats aïent été conclus de 
4752 observations , la méthode dont je viens de parler fait voir que 
pour leur donner une probabilité suflisante, et pour obtenir avec exac- 
titude un élément aussi petit que le flux lunaire atmosphérique , il faut 
employer au moins quarante mille chservations. L’un des principaux 
avantages de cette méthode est de faire connaître jusqu'a quel point on 
doït multiplier les observations, pour qu’il ne reste aucun doute raison- 
niable sur leurs résultats. 

Quelle est sur le flax lunaire , l’inflance respective des trois causes 
du flux atmosphérique que j'ai citées? 11 est daflicile de répondre à 
cette question. Cependant le peu de densité de la mer par rapport à la 
moyenne densité de la Terre, ne permet pas d'attribuer un effet sensible 
au changement périodique de sa figure. Sans les circonstances ‘acces- 
soires, l’effet direct de l’action de la Lune serait insensible sous nos 
latitudes.’Ces circonstances ont, il est vrai, une grande influence sur 
la hauteur des marées dans nos ports ; maïs le fluide atmosphérique étant 
répandu autour de la Terre, beaucoup moïns irrégulièrement que la 
mer, leur influence ‘sur le flux atmosphérique doit être beaucoup 
moindre ‘que:sur le flux de l'Océan. Ces considérations me portent à 
regarder comme ‘cause principale du flux lunaire atmosphérique, ‘dans 
nos ‘climats, l'élévation et labaissement périodiques de la mer. Des 
observations barométriques faites chaque jour, ‘dans des ports où la 
marée s'élève à une grande hauteur, éclaircirarent ce point curieux 
de Météorologie. 

M. Bouvard a trouvé que la variation diurne moyenne du baromètre, 
de neuf heures du matin à :troïs ‘heures du ‘soir , ‘a été positive ‘pour 
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chacun des 72, mois.des, six années écoulées depuis le 1°: janvier 1817, 
jusqu’au 1‘”"janvier 1823, et d’où ila conclu la variation diurne moyenne 
égale à _0"",8014..La .loi.de probabilité des anomalies de la variation 
diurne, à laquelle: je,suis parvenu, donne à très peu, près + pour la 
probabilité de ,ce résultat. | 

En examinant le tableau des hauteurs moyennes du baromètre pour 
chacun des,72 mois considérés par, M: Bouvard, j'ai reconnu que le 
résultat moyen des; variations diurnes: de neuf heures du matin à trois 
heures du soir, des trois mois de novembre, décembre et janvier, a été 
constamment plus faible, chaque année, que le résultat moyen des trois 
mois suivans, février, mars et avril. La variation moyenne des six années, 
a été,0"”,5428, pour les troïs premiers mois, et 1",0567 ou presque 
double pour les trois mois suivans. La moyenne ‘de ces six mois est à 
fort peu près huit. dixièmes de millimètre et par conséquent égale à la 
variation diurne moyenne. Les six autres mois n’offrent rien de sem- 
blable. Une diflérente aussi considérable indique une cause annuelle 
qui diminue la variation diurne, dans les troïs mois de novembre, dé- 
cembre et janvier, et qui l’augmente dans les trois moïs sutyans. En 
appliquant à cette différence l'analyse des probabilités, je trouve qu'il 
ÿ a une probabilité de plus de. trois cent mille contre un, qu’elle n’est 
pas l'effet du hasard, Ce qui augmente encore cette probabikité, est que 
la variation diurne moyenne de. neuf heures du matin à midi, a été 
0"®,1933 dans les. trois premiers mois et 0"”,3733 dans les trois mois 
suivans : pareillement.la variation diurne moyenne de trois heures du 
soir-à neuf .heures.du soir, a été 0"”,3033, dans les trois premiers mois, 
et 0"",0000, dans-les trois.mois.suivans : ces Variations;sont à peu près 
dans de. rapport des -variations correspondantes de neuf heures du 
matin à trois-heures du soir. Je, ne cherche point ici da «cause de ce 
phénomène :. je me borne à constater son existence, La période de la 
variation diurne, réglée sur le jour, solaire, indique évidemment 
que. cette variation.est due à l’action du Soleil. L’extrême petitesse 
de l'action attractive du Soleil sur l'atmosphère est prouvée par la 
petitesse. de l’action.attractive-de la Lune. Cest donc par l’action de 
sa Chaleur, que. le Soleil produit la variation-diurne. Mais il est presque 
impossible de-soumiettre iles ‘ffets de :cette-action :à l'analyse; et toute 
explication-de ce. genre de phénomènes, qui m’est:point fondée sur le 
Calcul, doit être ’bannte de :la Philesophiesnäturelle. 
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CHAPITRE IL 


Nouvelles recherches sur la T'héorie des Marées. 


>. NA théorie des marées, exposée dans lé quatrième Livre, repose 
sur ce principe, savoir que l'état d’un système. de corps, dans. lequel 
les conditions primitives du mouvement ont disparu par les.résistances 
qu’il éprouve, est périodique comme. les forces qui l’animent. Ce prin- 
cipe combiné avec celui de la coexistence des oscillations très petites, 
explique d’une manière singulièrement heureuse, tous les phénomènes 
des marées, indépendans des circonstances locales. Les forces produc- 
trices de ces phénomènes, relatives à l’action d’un astre L, sont, comme 
on le voit dans le n° 16 du Livre IV, exprimées par les différences 
partielles de la fonction 


1 


dE { [ cosd.sin o= sin 8. cos Pre —4) | TE | : (a) 


L désignant la masse de l’astre; r sa distance au centre de la Terre; 
# sa déclinaison ; «} son ascension droite comptée de l'intersection de 
son orbite avec l'équateur ; & le temps; 74 @, l’angle horaire de cette 
intersection ; et 0 le complément de la latitude du port. Soit € l’incli- 
naison de l’orbite à l’équateur, et ® la distance angulaire de l’astre L 
à l'intersection. de l’orbite et de l’équateur; on aura par les formules de 
la Trigonométrie sphérique, 


SN =$sME.sino® ; 
cos ? “sin Ÿ=cose. sin ®; 
cos # . COS L = cos ®; 
COS = + . (1H COS* €) . SINŸE. COS 29 ; 
cos?» . sin 2 = cos € . sin 29 ; 
cos* p . COS 29 à. sin° 6 24 (1 cos") cos 29 : 


LIVRE XHI. 169 
la formule (a) devient ainsi 
3L Le cos" . sin* ex . (1 cos" €). SA AT 4 
on ES (cos® Î— + .sin° 8). sin’e. cos 29 


sine; Cose.sim(ni+) 


ge .smB.cosb. ne, MR, ju (nété 29) 
< .( 
He Ph te ss + Sin (né + @ + 29) (D) 
“ COSŸ+E . COS F — 2% — 29) 


=» Ti sin® 0. /Hsimfie. cos(27t+ 2@ + 29) 


+ +.sinte.cos(22t+2@) 


Si l’on ne considère dans les observations des marées, que l’excès d’une 
haute mer sur l’une des deux basses mers voisinés; si, de plus, on 
prend ces excès en nombre égal dans les syzygies et dans les quadra- 
tures, des équinoxes du printemps, des équinoxes d'automne, des 
solstices d’été, et des solstices d'hiver; enfin, si pour detruire L'effet 
de la parallaxe lunaire, on considère les trois syzygies ou les trois qua- 
dratures les plus voisines de l’équnoxe ou du solstice, en doublant les 
6bservations relatives à la syzygie ou à la rire intermédiaire ; 
les résultats de l’observation ne dépendront que des flux relatifs aux 
angles 2nt+ 2, 2nt+4 20 — 2@, 2nt+ 2@œ + 29, flux dont la 
période est d’environ un demi-jour, et dont les deux premiers sont 
dans nos ports, beaucoup plus grands que tous les autres flux. Sin{!e 
étant une très petite fraction, on peut négliger le terme qu’elle mul- 


üphe. Alors, les flux partiels dont la période est d’environ un demi-jour, 
dépendent des termes 


L | Ps 
“ : Coste. sin? 8 , cos (ant 2 29) 
3L 
+7 . sin? . 1 sine. cos(2nt + 20). 


Ces térmes produisent, comme on l’a vu dans le n° 17 du Livre IV, 
deux flux partiels que l’on peut représenter par 


À Æ, LÉ : 
5 . Cosfse. COS (271 — 2mt# 30 — 3À) 
LE ARR RCE | 
=: +. Sin e. cos(2ni + 2027); 
Méca. céÉz. Z'ome F. 24 
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150 MÉCANIQUE.CÉLESTE, 
mt étant le moyen mouvement de lastre L dans son, orbite. A, B, 
À et y sont des constantes dépendantes des circonstances du port. 

Ces deux flux sont les mêmes que ceux qui seraient produits par deux 
astres mus dans le plan de l'équateur, à à-la distance r du centre de la 
Terre, et dont le premier représente ‘par L.cosf£e, aurait le même 
mouvement moyen, que l’astre E‘dans-son orbite, et rs en même 
temps que lui par l'intersection de cette orbite avec l’équateur. Le 
second. astre représenté par +..L. sine, correspondrait constamment 
au point, de cette intersechon. Le #17aximum des hautes marées cor- 
respond à la conjonction ou à l’opposition des deux astres fictifs : alors 
la haute mer du prenuer coïncide avec, celle du second. Le 77u71mum 
des hautes marées, correspond aux quadratures de ces astres fictifs : 
alors la haute mer du premier coïncide avec la basse mer: du second. Ce 


A 
maximüm'et ce minimum donneront donc la valeur de la fraction = Fe 


et par conséquent le rapport des deux actions. S1 cette fraction surpasse 
l'unité, l’action de l’astre L est augmentée par son mouvement propre 
m£ dans son orbite, en vertu des circonstances accessoires : je nomme 
ainsi l’ensemble de toutes les causes qui modifient les marées dans un 
port. J’ai fait voir la possibihté de cette augmentation, dans Îe n° 18 du 
quatrième Livre. 

Au moment de la coïncidence des hautes mers de deux astres fictfs, 
on a, en désignant par 7 la demi-circonférence, 


ont + 20 — 2m —2ÀA—= UT ; 
ant 28 —27=UX; 


z et 2 étant des nombrestentierss -ce qui donne’ pour le temps £ de Ia 


coïncidence 
(1): æ y — À 
F2 NE MM RES 
| mn TT M -4f 
nt+æ—mt est l’angle horaire de l’astre L, réduit en jours mésurés 
par les retours de cet astre au, méridien, .et ñ exprime l’heure de la 
coïncidence. Si, comme nous le supposerons dans la suite, l’astre L est 
le Soleil, À sera l'heure de la haute marée solaire; et comme 1l y à deux 
marées hoouel jour, nous supposerons que À se rapporte à la pleine mer 
du soir ; en sorte que les heures étant comptées de minuit, À surpassera 


LIVRE XII. igi 
la demi-circonférence. En désignant par T' le temps de la conjonction 
ou de l’opposition des deux astres fictifs, on aura 

MT = (=) 17; 


donc 
VA 1: 


€ 
77 





t—T— 


Si y surpasse À, l'instant de la coïncidence des hautes! mers suivra le 
moment de la conjonction ou de l’opposition des. astres. C’est donc de la 
différence de ces deux constantes, différence qui tient aux circonstances 
du port, que dépend le retard du maximum dés pleines mers sur ce 
moment. Ce retard. serait rès petit, si le mouvement de l’astre dans 
son orbite, était fort petit. Maïs on verra dans la suite, qu'il est très 
sensible pour la Lune, ‘dans le port: de Brest où 11 s'élève. à .un 
jour el. dem. 

Supposons maintenant que les lettres L, r, m, À, €, À et, se rap- 
portent au Soleil, et marquons d’un trait pour la, Lune, les mêmes 
lettres. On aura par l’action réunie de ces deux astres ét en n’ayant 
égard qu'aux inégalités dont la période. est d'environ un demi-jour, la 
hauteur de la mer au-dessus de son niveau, égale à 


— . COSf+ € « COS (276 2 — 2mI— 2À) 
BE | 
Peliss . Sin°e ..Cos (274 20 — 27) 


AL”: 
+ —5— . cost Te, cos(2nt+ 20 2m — 27) 


;. (À) 





BL” : 
Hs iSm*e cs (ant + 2m 2)" ) 


la constante B devant être la même à très peu près pour le Soleil et 
pour la Lune; parce que les angles 27€— 27, et 2nt— 27 varient à 
très peu près de la même maniére,, vu la lenteur du mouvement des 
nœuds de l’orbe lunaire. 7” serait ‘égal à y, si l’mtersection de l’orbe 
lunaire avec. l'équateur coïncidait avec l’équinoxe du printemps. En 
comptant les angles mt et m't de cet équinoxe, et désignant par 
l’ascension droite de l'intersection de l’orbe lunaire avec l'équateur, 


on aura 


24. 
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Les constantes A, A”, B, y, 4, N', nepeuvent. être déterminées que 
par les observations ; mais comme:elles ne différent d’un’astre à l'autre, 
qu’à raison de la différence des moyens mouvemens de ces astres dans 
leurs orbites, différence toujours très petite relativement à 7£ ou au 
mouvement de rotation de la Terre; 1l est assez naturel de supposer que 
ces constantes varient d’un astre à l’autre, proportionnellement à la 
différence des moyens mouvemens; ainsi en désignant par x et y deux 
constantes indéterminées, nous. ferons 


A—(1+mx).B,  A=(i1+mx).B; 
A=7y—mY;, N= y — my. 





Les observations feront connaitre jusqu’à quel point ces suppositions 
sont approchées. 

Les deux plus grands térmes. de: la Honction (A), étant ceux 
qui dépendent des cosimus des angles 271 2@—2mt—2A, et 
ont + 2@œ—9mi—o2N; ces cosinus doivent, au moment de la pleine 
mer, différer peu de l’unité; en faisant done 


jHETEE 
pl 141 
hi: FL 
€! vit 
ELU 
|| if 
hr 4 
DIOUEUIE 
1H 
ji 
A UE 
|! 

PIRE 
uit | 


nt À ® en mb NZ IR À l, 
nt 4e — mit—N=tarH# 0; 


i el 2’ étant des nombres entiers, on pourra supposer / et [’ fort petits. 
Ces deux équations donnent 


— (mm). t=(—i) 7 HA — A + l— 1; 
faisons 


t=T +6; 


T étant le temps de la syzygie moyenne. Au-moment de cette phase, 
les angles z7'T et "»'T doivent être égaux, ou. différer d'un nombre 
entier de demi-circonférences, en sorte que l’on a 


(n° m).T UT, 


:" étant un nombre.entier; on a donc, en observant. que À =, À est 
égal à à (7° um). Y'; 





ir (nm e(t —1)7 = (mn ne 
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Les angles:(m/—m)tl,(msm)y,.et l'—4 étant peu considérables, 
on doit avoir" légal à 15; en faisantdonc r192ck 


l=t+ y; 
on aura | 
l=1l—(m —.m) 1". 

Ainsi l’on aura 

cos (ant 20 — 2mt — 2H) == COS 21, 

cos (ant + 20 .—0mt—0N)—=2%os[2l— 2(m" mn) .2"]. 
On a 
cos (274 + 207 == 297) COS (27 ER 200 = QUE ee, 2) me QI = 2 À me 27) 

== cos (24 + 2mt— 2my). 


Substituant pour z1£, sa valeur Tnt" my, on aura 
cos (274 + 2m — 27) = cos (2mT ++ 21 + 2mmt"). 
On trouvera pareillement 
cos (274 + 207 — 27") = cos (2m F4 28 2m = 2d), 


Cela posé, si l’on fait 





À "Tr 
AT « COSfFE, a'— 7: Hi cosfà €; 
PE .:. BE 
b—5.-5. sine. cos2mT#5-.sinte, cos (2mT — 24); 
= 


Er - À à 3 EP 
1 a 1 | AE PR 
2°—3 + Sin°6. Sin 2MmE HE. “73 «Sin* 6 .Sin (2mT— 29"); 


l'expression, (A) de la hauteur de la mer, deviendra au moment de la 
pleine mer, en la réduisant:en'série par rapporL. aux puissances de /, 
l— (n—m)t", l+-mt!,'et en népliseant seulement les produits de 
quatre dimensions de ces quantités, et les, produits des troisièmes: puis- 


sances de {+ mt", par sine, et sin°e’; 


a(r— 08) La ft STI (ml m)r']} 
bi 2(1< mt) 2h (1 + mi!) ; (B). 


Aux instans déja haute et'de Fa basse mer, cette fonction est à son 
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174 MECANIQUE 'CÉLESTE, 
maximum et à son minimum; sa différentielle prisetpar/rapport au 


temps {, est donc nulle: On ne doit y’fairevarierrque 2 et:#", le 
temps T de la syzygie devant être ‘supposé constant; et'alors'on a 


dl=(n—mjdt, d'= dt; 


on a donc 


o—=-/4al(nesm) /al(n=n) +kdal(n—m!).(r—-m)t 
— 2h Al and —/Anmbtts. (C) 
ce qui donne | | 
lise (am) a, (m—m}t"—nmbt—1?nh 
TT (n—m).a+(n—m).a+#+nb 2? 
/ 27. [(n—m).a+nb].(m—m).t—nmbt"—{}nh 
DE (rem ete (a—m)..a (nm). a + nb / 
22 Gin): dif mi ÆLGi=met(n=mia];mt-5nh. 
lim (n— m).a+(n—m')a+nb à 


La fonction (B) donnera ainsi cette expression fort approchée de la 
hauteur de la pleine mer, 
ab db h° _ 2ha(m—m)t 
+.  2,(a+a+b) aka +b.? 
es Da+s. MIT (m'+ m) 


M M 


Cp pe eme (m2 — 7) avis 


a+ a+ b 


On peut dans l’ensemble d’un grand nombre de syzyg 168 supposer 


le terme 
ha" (m'— m)t’ 


— Fa+ap 


alternativement posiüf et négatif, en sorte que la somme de ses diverses 
valeurs soit nulle et puisse être néglhigée : cela est d’autant plus: permis, 
que ce terme est fort petit, l’un des deux termes de son expression étant 
multiplié par sin*e,'et l’autre étant multiplié par Sin*e, De plus, ayant 
négligé les termes qui ont PQ facteur sinf. +e’, nous pouvons à plus 


forte raison, négliger le terme — VERT  —— F5) : la formule précédente de- 


vient ainsi 


“(Cr E 


M. .m 


ae SRE (nm (D) 


“GIVRE XI: 155 


3. Introduisons-présentementiiles inégalités du: mouvement.et de la 


distance des.astres,.dans {l'expression de la hauteur des, marées. Pour 


cela, développons le:terme, dela fonction, (2) du n° 2, rapportée à 


la Lune, 


_ sin*Û , cost+e!. Cos (rit am —20"). 


Soit : f.sim(st + 0") une des inévalités du mouvement lunaire, et 
h. cos (st-8') l'inégalité tHhepohtlaile du rayon vecteur 7’ de la Lune ; 
ces deux. inégalités nbcdh sent dans le terme précédent, les termes 


Lo perse em (f—£h). cos (ont + 20 — 2mt— 5st— 0") 
re Rs RE a niveau 00 


r' étant la moyenne distance de la Lune à la Terre. Ces termes donnent 
naissance à deux flux partiels que: l’on peut considérer comme produits 
par l’action de deux astres mus uniformément dans le plan de l’équa- 


teur, à la distance z',1 et, dont les masses sont respectivement 


L'. cosfse.(f—5h), : L'ecostse (RES), 


+ 


: S $ 
leurs moyens mouvemens étant (m4 hé, et (m— ) .t. On a vu 


précédemment que le terme 


L’ : 
me cosf+e. sin° 0 . cos (ant + 207 — 2m't) 
produit dans a de la hauteur de la mer, le terme 


(x mx) . À 7 BL cost e. cos (ant + 20 — 27m t + 2m/y — 27). 


Il est facile d'en conclure que les termes dus à l’action des aëtres sUp= 
posés, produisent dans cette HAE les termes 


Fr (n'+5)e e]|. DA “'EOSEd à (3h) < 
COS Lanthaeane— sed eva (m4 y | 
=[: + 5x |: costs é . (f+22) x 
cos [ant+ 2® #20 te st-0"— 27 +2(' = 2) )x | 


tds x À, PRE, Re En . Sr) à 


jf] 
144 
qp 
M: 
Ai 
11} 
114 
fi 
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Nous avons supposé, au moment dé la haute mer, 


k nt—mt+ ee —7y + my = 17 + l'; 


:' étant un nombre entier. 
Les deux termés précédens deviennent ainsi 


Ci maxi )x ] # costiel.( f 3 h)c0s (al st 8 57) 


—[1+ mi )z x | = BL. cost à (F4 3h) cos(2l + 514 8 — sy). 


On à par ce qui précède 
t=T+y +"; 


ce qui réduit les deux termes précédens à Ceux-ci, 





[: — (a+) x + .cosfie .(f—<5h) ces (ST+ 8 56 — 27"), 
—| : + mx | , cost €. ( fe © h) cos (ST + 6 — 54" 27° 
9 F3 pr 2 l 


Ces deux termes développés en séries, ajouteront donc à l’expression (B) 
de la hauteur des SUR, la quantité 


— a (8h —— JE LE on GT 48) ) 


+alst (3h — Le) sin (ST W) 

Lg | f— TS sin (sT + 8") 

+ à [ER (66182 424) cos (ST +0) 
+ 44 [f—- ri 5 J5E 77". cos (st +0) 


La différentielle de cette quantité, prise par rapport au temps é, et 
divisée par dt, doit être ajoutée au second mémbre de l'équation (C) du 
numéro précédent, pour avoir l'instant de la haute mer. On peut dans 
la différenciation, ne faire varier que ?”, et supposer dl'2= ndt, à cause 
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de la petitesse de m'aét-de;s ,-relativement.à z7. Onaura.aimsi pour la 
différentielle de la quantité, divisée par dé, 


4a'n Es js Se sin (ST + 8/) 


+ 4a'nl (32 — a cos (ST + 9) 


+ Aa'nst" Bis z Er s A cos (ST — 9”). 


Nous pouvons supposer que dans l’ensemble d’un grand nombre d’ob- 
servations, les valeurs de sin(sT +0’), ont été alternativement positives 
et négatives, en sorte que leur somme soit nulle à fort peu près. En 
nommant 4X, la somme des deux derniers termes de la quantité pré- 
cédente, on voit qu'ils ajoutent aux numérateurs des valeurs de /, 
l— (m— m).t", et {+ ml”, données dans le numéro précédent, la 
quantité X , et qu’en négligeant lé carré de X, et le produit 2X , cette 
quantité disparaîtra de l’expression (B) de la hauteur de la marée. 
Mais il faut ajouter à cette expression, et par conséquent à l’expres- 
sion (D) de la même hauteur, la quantité 





4 (3% ss < En) cos (ST + 6’) 
HE a (Ga — LES) (see 4) cos (ST +0) 


+ 4a' Lf— RTE ae + Ro l'st'. cos RE 6). 


Le terme 


/ 


gs * sin* 0 .sin*e". cos (2n£ +.2@® — 20) 
de la fonction (&) transportée à la Lune, produit les deux suivans : 
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° ’ A’ : 
En subsüituant pour B sa valeur, pour sine, 4.sin*+e!. cost? 
% IH nx 
A'L”. cosf}e” 
et 4° pour ne ces deux térmes deviennent 


__8a /h. tang?re e (HT )cos(ant-am st sy —8— 27 —2 9) 
TEE Hi) cos(ané+20 st 8 >y — 5729) 


On trouvera par l’analyse précédente, en supposant nulles dans l’en- 
semble des observations, les moyennes de sin(sT08"), sin (2m T— 27), 
et de leurs produits, qu'ils ajoutent à Pexpression (D) de la hauteur de 
Ja tdi mer, la né 
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id h.tang? +: t"2 4 Ua 
re ans :cOs(3m "T—2d')cos(sT+4). | Le par ) À Ë 


ne 52. SU malt") 


l'expression de la hauteur, de.la pleine mer devient ainsi 


a + a+ b + D [a+ sa Lis EL Se |. (rm! — mé": 


Lite SERRES! 
a+ a +b 
3h —: re SORES F AR U EM cos{anT 29) 
— Sa, cos(sE0)h sf 34 = Frs] (s* 2" als) ; (M) 
F4 L Res = = st" l! 
A ne note 


le signe intégral © embrassant tous les, termes, semblables relatifs aux 
diverses inégalités de la Lune. 
On a par ce qui précède ‘au moment de la pleine mer, 


A EL ns 


iliest facile den conclure que la valeur de:/, réduite en temps, à raison 
de la-circonférence entière pour un jour, exprime le retard des marées. 
On trouvera par l’analyse précédente, , qu’en ‘désignant par & la partie 





ro pus JT I DE 


ÈS 
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on aura 


mb £ ja 
DUR in) @e) #10YE 1 VON Of 
M CORRE ST. à 
\ o* , a | TE mE + m'a : Ac | | 


= 3hke | , 

LÀ mix) +. (N) 

gh. 3h .tang” Le 4 .cos(àm"T— 20) ( ami" 
QE + = x) (mn — - my” sr st 


1=(m—m}t"'a 22. cos(sT-) 4 — —— Re AE mx) 








us —m)a. Ra £ à 
(2 SVTe y : : 
APE NE RER 


On fera entrer par la. mêmé analyse, des inégalités du. mouvement 
solaire, dans les expressions de la hauteur et Fee retärd des marées. 

nn les inégalités lunaïtes,. celle que l’on nomme variation aug - 
mente dans les syzygies, 1: Hacallere de la Lune Et sa vitesse anou- 
laire, de quantités constantes : elle les diminue des mêmes quantités, 
dns les! qüadraturés.' Rélfuvérnent à à cette im ah $ est Sal à 
2 in) 5° ét datis” es” syzÿgies!, ‘lé Tosinus’ ‘dec sf 12 je” ést 
l’unité : il ést°-2 # dans les quadratures/ Ea thédrié thétre donne” par 
rapport à cette inégalité, 34 — — 0,02334, et f—0,o1. De plüs,, on 
verra dans la suite que »#'x est à fort peu près égale à 4. en sorte que 
l’on peut Suppôser, en négligeant la Valeür de, 





TE Co a L 


ce qui donne 








3h —- Re = — 002784. 


On peut, vu la petitesse de tang°.5<, substituer sans erreur. sensible, 
— 0,02734, au lieu de 3h, dans le faSteur dé cette quantité ; on aura 
donc égard à l’inégahté de la vâriation ,«dans-:la valeuüride.æ, en mul- 
rene L'par 1,02734 dans les syzygies, et l’on y aura ses dans les 
quadratures , en multipliant L'. par 0,97266.. 

3. Soit p le carré du'cosmus de la déclinaison du Solel, à l'instant 
de “ DL on aura ie le n° 2 
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180 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
or on a | 


1 cos? . 
cost _ € —= Lim Cosre Se . sin . &; 
2 


en népligeant donc comme nous l’avons fait, sinf 7e; on aura 
qe (ÉPÈTES :) RU EUE 2MmT. 
2 FREE 2€ ANT Ds. COS mn 
Mers ré | 
A ip (AB) +.sin E.cos 27 T. 


En nommant pareillement-p!-le carré-du cosinus-de la déclinaison de la 
Lune à l'instant de la syzygie, on aura 


L’ Aéro Er 
2 À". = cost+e B.sin° € cos(2m"T — 2d\) 


L' . LE; 

— ! ! ! / / 

2 as" —(A'— B) af se COS(2 T — 20). 
Dans les syzygies des solstices, »#T et #°T sont à peu près égaux à ++. 
En désignant alors par +4 + ml", et 27 + mT les angles mT 
et n'T, ce qui revient à compter dusolstice, les arcs »#T’ et #T"; 
on aura | | | 


cos 2nT = — cos 2mT'; cos (2m T —2d)=;— 005 (2m/T'— 24) : 


en désignant donc par g et g' les carrés des cosinus des déclinaisons 
solaires et lunaires à l'instant de la syzygie solsticiale,, on aura 


Li - L | 
2À.-.005f46-HB.siñe.- 005: 2mT 


— 2A..q+ (AB) inte. cos 2nT'; 


1 ? D | 2 
2A"..cosf,2é-B, sin*e!, ° COs(277/T == 2/1) 
L' 
73° 


Î 


. pe} Lé m2 
2A".-3q D: (A! —B}).sin°e a C0s(27"T" 36 | 


On, peut, supposer dans l’ensemble d’un grand nombre de syzygies, 
que la somme des cosinus de 2»T est égale à la somme des cosinus de 


-AAIYRE AE 181 
2m'T", et que la somme des cosinus de 2n'T— 29 est égale à la somme 
des cosinus de 2m/T'.—29"; ‘parceque ces cosinus diffèrent peu de 
l'unité, et que d’ailleurs ils sont multiphiés par les facteurs très petits 
(A — B).sin*e, et (A'— B).sin'e, En supposant donc que P et Q ex- 
priment les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil , 
aux instans des syzygies équinoxiales ; et solsticiales, et que P’ et Q 
expriment les mêmes sommes pour la Lune ; on aura en ne considérant 
que l'inégalité lunaire de la: variation, pour.un nombre £, de syzy- 
ÿies équinoxiales 


ait =aA PE 2A/; 02734 u1P 
L , | be; 
gl à me D EE rom à on pu Le ds 
et pour le mêmé nombre £ de syzygies solsticiales, on aura 

rie 29h FN AD ATP L' à 

ait —2À.5.Q+2À".1,02734.75.Q 
L 7 
+ (AB). (P—Q+ (AB): 11027842 (P/— Q), 


a’ étant ce que devient & dans les syzygies solsticiales. 

La hauteur de la pleine mer syzygie, donnée par la formule (M) 
du n° précédent , étant de la forme & — 6 ##, il est clair que la basse 
mer syzygie Sera = & - BB 12; ce qui revient à changer L et L/ dans 
— Let — L’. Dans les quadratures , la basse mer solaire coïncide avec 
la haute mer lunaire. De là il suit que si l’on désigne par P, et Q, les 
sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les qua- 
dratures équinoxiales ét solsticiales ; si Pon désigne par Q, et P’, la 
somme des carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les mêmes 
ApAgrAtutes; enfin ; si l’on désigne par a”’et &"” ce que deviennent « 

a! dans les din ; On aura pour £ quadratures équinoxiales, 
en n’ayant égard qu’à l’inévalité de la variation, 


Si L’ | L 
2i4'= 2A'.0,97266 -2Q1—2À P; 


+ (A!) 607266. (PQ) (AB) (P, —Q), 
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CHAPITRE III. 


Comparaison de l'analyse précédente avec les observations 
des hauteurs des marées dont la période est d'environ 
un demi-jour. 
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Le ART 
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À. Où: considéré les syzygies équinoxiales suivantes : 


TABLE T. 


PEL, vies 
œ Liber Le 
= 


ant 


ce 
—— 


Des Hauteurs des Marees. 





2 


4 
iTe 
1 
2 
ifhit 


J'ai considéré les: syzygies, équinoxiales suivantes: 





1807 9 mars | 23, mars | 6) avril 2, sept. | 16 sept. 1°" octobre. 
1809. | 12 217 10 4 2 

| 1809! 2 19 31 mars. | 9 23 9 

| 1610 5 21 4 ayril. |: 13 28! 12 
1811 | 10 24 8 2 17 2 
1812: |. 13 27 II 5 20 14e 5 

|! 1813 2, 17 I 10 24 10 
1814 | 6 21 4 13 20) 13 
181, | r1 29 9 3 10 2 
1910 11312 PS6) 12 6. 21 6 

| 181 3 17) I II 2256 - [ro 4 
1818 7 22 5 3r août | 14 30 septemb: |f- 
1819 | 11 25 10 4 sept. | 19 3 octobre. | 
1820, | 20 février| 14 209 mars 7 22 7 
1821 16 > avril | 11 26 À 
1822 |: 7 23 66 ï 1 30. septemb. |} 








On a pris dans les syzygies , l’excés de la haute mer du soir sur la 
basse mer du matin , relatif au jour qui précède la syzygie, au jour 
même de, la syzygie, et: aux quatre jours quy la suivent. On a fait, pour 
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chaque année , une somme des excés relatifs à chacun de ces jours , en 
doublant les résultats correspondans à la syzygie la plus voisine de l’é- 
quinoxe , et qui est la moyenne des irois syzygies considérées dans 
chaque équinoxe. On. a obtenu ainsi les résultats suivans exprimés en 


mèêtres : 
TABLE IL. 


Syzygtes équinoxtalesr 


(+3) 


48,830 
48,495 
49,305 
47,711 
18 860 
49,619 


47,92 
48,465 


48,641 
49,000 
49,000 
48,560 
48,802 


(+4) 


45,070 
43,910 
44,910 
43,079 
43,850 
46,019 
43,466 
44,707 

3,097 


44,180 
44,290 
43,640 
43,316 





48,639 43,860 


48,81 42,107. |} 
47 799 42,640 | 


ee me 


811,886 | 778,429 | 702,897 
Mc? ; ER — fY — f' 


f, ', FF", FT, f', sont les sommes des hauteurs relatives, à 
chacun des six jours. Si l’on désigne la loi de ces sommes par 


cepiripe, 


£ étant le temps-écoulé depuis la haute mer du soir du jour qui précède 
la syzygie , l'intervalle de deux marées consécutives du soir étant pris 
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pour ‘unité, onaura: les six équations de conditions suivantes : 
. € = VLC 
4 F+bC=f, 
AT CHE = fs. 
4 r! LE ei ang: f" 
. 4 —— ? 
C Fa E à 37 TT, 
25.C 2H 504 fr 
Si l’on multiplie chacune de ces équations respectivement par les coef- 
ficiens de L , et que l’on fasse la somme ‘des ‘produits ; si l’on fait des 
ss eq | LE 9 
sommes.semblables.relativement aux coefficiens de &” et €”; ces trois 
sommes donneront les équations suivantes : 


otedaser DRE ET E A FU C Ge 10 0-29 0/72 
225.0 + 55€ +15 C = fiH2f" +3f" + 4 f""+ DAY ME 
55.0 + 15.0 + (CRETE à —— [+ f" + fe EE 


Ces équations donnent 


PR REP Es PET ÉD, 


142 
a SE NET IC RERL Pas à 5€: 
2 le 2 el Fe RE HRÈS 2 L 
= ion aude 
Maintenant on a, le mètre étant pris ‘pour unité , 
f — 709,944 ; f = 779997 : f” = 817,938, 
f'"= 811,806; f=+778:%429, -f" = 702,897. 


On trouve ainsi 


+ 
— 
= 
—— 


Det 
O © 


Gr. © D 





Tr 8,06977 , 


80,047 19 ; 


4 
dé 
C’ 809,802. 


L'expression 
le AN Op (ne 
AG 20/ ? 
des valeurs de f, f”, f", etc:, devient 
819,5070 — 18,06077 . (£ —2,46398). 
Exprimons par £' la distance d’une haute marée du soir à l'instant 
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186 MÉCANIQUE :CÉLESTE, 
de la syzygie, £’ étant supposé positif pour-les-marées qui suivent la sy- 
2ÿ gie- Soit y une constante arbitraire, dont nous disposerons de ma- 
nière que & — 6 (# —_ TE représente cette haute marée. La basse marée 
qui la précède , sera ; Comme’on Pa vu d’après la loi de la pesanteur 
universelle, —æ + £ (E— DR — c)4 excès dé la haute mer sur cette 
basse mer sera donc... ° _: 26 = pis 
= NT à 
24 — 35 — 2€ cu rotor) 


Ainsi ; en nommant z le nombre des syzygies employées pour for- 


mer ‘les! valeurs de ue 1e 27 S'GtC: l'expression 8 sénérale des, sommes 
de'ces valeurs/seras | 


js 310. NE 5b 
De ET gl y), (a 
Désignons par £!la moyenne des quantités dont. (ES syzygies ont 


précédé, dans les observations précédentes, Les instans des hautes ma- 
rées du soir des jours mêmes des-syzygies ; on aura 


y =i—1+k — 7. 


La formule (4) devient ainsi 


Dia — F5 — où G((—2+k— y. 


Cette formule doit coïncider avec Pexpression 
(PSS “A 


on a donc 


= TT Ée A ER TA 
ce qui donne 


En substituant les valeurs précédentes de €’ et de €, on a 
= 1,33808 - k. 


Dans les sy zygies précédentes, le retard foRt al des marées a été 
0,026136. On a ainsi, en parties du jour solaire, 


1,33808 —.1,37308. 


La valeur moyenne Æ, dont les syzygies-ont-précédé les marées du 


LIVRE XL 18 

soir, est, 0/ Rob On:a ainsi: | 
= 5 f8013 

La comparaison des expressions (a)'et (b). donne 


ob 21e. 810,780 ; 
26 — .18,0608 ; 


1 étant égal à 128, parce que l’on a employé 128 syzygies, en comptant 
pour deux, chaque syzygie. intermédiaire dont.on a doublé les résultats. 

Pour que l’on puisse apprécier la: régularité.des observations des 
marées faites dans le port de Brest, on a déterminé ,.comme ci-dessus, 
les valeurs de 214 et de 216 pour DORE des seize années, et, comme 
le nombre des observations de chaque année n’est qu’un seiziémeé du 
nombre total des observations que nous venons d'employer, on.a:mul- 
liplié les divers résultats par seize, pour les, comparer aux précédens. 
On a formé ainsi la table suivante : 


TABLE :HIT. 


_ Valeurs de 218 et de 214 conclues des marées équinoxiales syzygies. 


1807 
1808 
180 

Re 
1811 
1812 
1813 
1814 
1819 
1816 
1817 
1819 
181 

ee 
1821 
1822 


Moyennes 


oi. 


16,884. 
18,034 
16,851 
16,739 
10, 103 
166 
17,206 


16,443 


19,770 
19,300 
17,712 
18069 
18 614 
19; 194 
19,200 
18,202 


18,0714 


821,585 


822,271 


820,879 
820,9 
ë 


B2531 


827,212 


818,212. 
Pers 
“82 se 


825,287 
815,962 
811,234 
814,466 
“i 
14,11 
APS 


oo 


819,8320 





20% 


Se 


Es 


28 
.. Ee 


SES FE A 


= 


à ES mens 
co Én 
RAS: LOUE æ 
ES St pee es Tue 
Tr 


CRT USA ER TETE NDS 


Es EE 
Le me — 


— : : ST er — onu — = —— 
Li Bi SELS : ZE 
== =: = = = Œ = ee eee 
- : —— — = 


SE 
tæ 


Pré ha 135%. e» LL TE. 28 ie, 





- 


gs + 
do # = 
D Cu 
2 | 
D AU. 
O 
mn. + 
©O à +» o —t 
ES 10,” 
D «© = _ 
= Our ee 
D 0 ‘5 : 
= © 4 
te pl 
= x 
à 2 Ep 
NA à à RD 
N Boy à 
_ O (ON: 
(«D es A 
n D D Te De 
= cs Eh Le 
a Cu 
= on © & |5 
© SE? Ë 8 
] n A "} 
D HE ® E £ 
Sy M0 (A 
TZ > & à 
“© pe) 
n À D : Ha 
ne OO g Om: 
I [«b) n + à 
= © 2 5 © © 
A 0.0 0 . PE 
fo o 9 
DE:0. D 
HE D © 
HE.S ES 
Se. 8 
FOREUTE “ 5 
SK T 
m0 4 © à 
SEE SRE 
D MsoSNE 


\ 














DL NES SSL SE 
un sure ee ne 
ee Mon ee © 


PR 
ee te ee TE LE _ 


TABLE IV! 














ES) 
D «D 
roy TD 
Cx0o DOS mm OI À m Où CO 
a et : bd bd — M 
bé se sien 
(SE ps | CE Ra. SAN ee °— 
a | c 5 2 5 
DE. L ts PC dns my 
"io mA RHODES AO O7 M m0 ON 
nl 4 a! [| 
00000 
S £' = 
CEE (Ai 
HR OO Em FD N°01 CO 
CU mt OÙ OÙ mt OÙ CU ete CN Det let et 
rt 
à DH = ta. 
EI | RC MERS 
sn: M mo OmMOIO mit 
540 0 KO SD OT os QE 
22-000" Br. EU 2 < - DORE OMR a ane | 
a © œuo = 
EE-RERDE 5 
pme se ps, En 
CO 9 mn OYT NO O1 MO mm OXTERA 
es en P bd pi bei bd Det 


On a fait, comme ci-dessus, les sommes des excès des hautes marées 


du soir sur les basses mers du matin du jour qu 
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1 préc 


ède la syzygie, 


CH 


du jour même de la syzygie , et des quatre jours qui la suivent 


doublant les résultats relatifs à la syZygie mtermédiaire dans chaque 


solstice. On a obtenu ainsi les résultats suivans : 
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TE me — Le 














TABLE Von 


Syzygies solsticiales: 


43,040 


44,759 
44,867 
43,665 
43,043 
42,390 
42,720 
42,400 
41,030 
40 ;990 
42,130 
41,824 


Bi Suns. 2 


44,745 

-44,;260" |-46 
44,40 À 
45,481 


507 

46,855 
46,623 
45,159 
45,932 
f5 Bar 
45 ,76 

253139 
44,090 
44,380 


43,575 © 


Â2,733 
42,222 
42,160 
43,357 


|Somm.— 645,358 | 600,902 | 714,592 


L'ensemble de ces hauteurs donne 


42703) 


43,830 
44,875 


45,610 


712,648 | 690,872 | 648,792 





F = 645,358, f'— 600,902, f" = 714,597, 
FU. 7284; f.690,872, f" = 648,792. 


On trouve ainst 


’ 


] 


11,085 13 ; 


DER tr à 
- 


l— 55,86355, 
ll 645,84780: 


L'expression €/— 2 LT (e —— 7) des valeursde f, f', etc., devient 


716,2203 — 11,08515 (4 — 2,51976)"; 
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TABLE VL 


JOEL 


V'aleurs de 216" et aia' conclues des marées solsticiales syzygies. 








216". 214”. 

180” ,681 722,122 
1808 ne 738,531 
1809 12121 91 ,449 
1810 13,957 745,930 
1811. 9,448 733,929 
1812 11,147 792,925 
1813 12,39 131 ,D10 
1814 13308 720,610 
1819 11,893 720 801 
1816 9,983 701,618 
1817 11,302 706,605 
18:8 13,034 09,261 
1819 9,697 bg 144 
1820 9,659 679,084 
1851 9,406 680,378 
1822 12,446 700,229 
Moyennes... 11,1/85 716,4630 


Le: peu de différence de cés valeurs de 2:67 et de ia’ à leurs 
moyennes prouve leur régularité. En les comparant aux mêmes valeurs 
relatives aux syzygies équinoxiales, on voit clairement l’influence des 
déclinaisons sür les valeurs de 24 et de 26 : la plus petite des valeurs 
de 2ia , dans les syzygies équinoxiales de la Pable HE, est 810,908 ; 
elle surpasse la plus grande des valeurs de 254’ dans les syzygies sol- 
sticiales de la Table VI, et qui ne s'élève qu’à 75 1,440. Pareïllement , 
la plus petite des valeurs de 226 , dans les syzygies équinoxiales de la 
Table IL, est 16,443; elle surpasse la plus grande des valeurs de 2/6 dans 
les syzygies solsticiales , qui, par la Table VI, ne s’élève qu'à 13,034. 
Uñe telle disposition n’est point l'effet du hasard ; car alors, en ad- 
mettant que la plus grande des trente-deux valeurs de 256 et de 256), et 
qui, par la Table I, est 19,776, et la plus petite des ces valeurs, qui, 
par la Table VI, est 0,406, sont les limites entre lesquelles ces valeurs 
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ont pu également s’étendre ; on aura la supposition la plus favorable 
au hasard : un plus grand intervalle de’ limites diminuerait sa proba- 
bilité. Dans cette supposition , la probabilité qu’une valeur syzygie 
équinoxiale de 2/6 ne sera pas au-dessous de 16,443, sera 


19,776 — 16,443 pos 3,333 
19,776 — 9,406 10,370 


Pareïllement, la probabilité qu’une valeur syzygie solsticiale de 216 
ne sera pas au-dessus de 13,034 , sera 


13,034 — 9,406 au 3,628 
19,776 = 9,496 10,970 


De là il suit , par les principes connus de la théorie des probabilités, 
que la probabilité qu'aucune des seize valeurs syzygies équinoxiales 
de 216 ne sera au- dessous de 16,443, en même temps qu'aucune 
des valeurs syzygies solsticiales 216” ne surpassera pas 13,034, est 


NE) 
10,970 10,370/ 

Ce produit est moindre qu'une fraction. qui, ayant l’unité pour nu- 
mérateur, aurait pour dénominateur 15, suivi de quatorze zéros. L’ex- 
cessive petitesse de cette fraction prouve incontestablement l'influence 
des déclinaisons du Soleil et de la Lune sur les valeurs de 226 et de 216’. 
Un raisonnement semblable, appliqué aux valeurs de 214 et de 2iæ’, 
montre. pareillement l'influence des déclinaisons sur ces valeurs. 

6. J’ai considéré, d’une manière à peu près semblable , les quadra- 
tures équinoxiales suivantes : 


égale à 


# 
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TABLE VIT, 


Quadratures équinoxiales. 


+ DD nt + De qe as ee QT mg + ARE, ; ns mi 
à E bg | eme > 77 À ee Le 


1° mars! 17 mars. | 30 mars. . | 24 sept. | ‘8 octob. |! 

4 avril. 26 12 

7 | 16 

11 . | 20 
31 mars. 25 

4 avril. 

7 

12 | 

1 01 1 


ST qu 2 
y — — = 


PEU 
d'Al il 
At 

n ni 


5 ‘ | 28 sept. , || 
10 8 | 3 octob. || 
28 févr. 20 mars. 7 
3 mars. 2 avril II 
29 sept. 
9 | 4 octob. 
29 mars: | 8 7 





On a pris l'excès de la haute mer du matin sur la basse mer du 
soir, relatif au jour même de la quadrature ‘et aux ‘trois jours qui la 
suivent. Je n’ai pas considéré six Jours, comme je l'ai fait relative- 
ment aux syzygies; parce que la variation des marées quadratures 
étant plus rapide que celles des marées syzygies, la loi de variation 
proportionnelle ‘au carré du temps ne pourrait pas, sans erreur sen- 
sible , s’étendre à un intervalle de six jours: On a fait, pour chaque 
marée , une somme des’excès relatifs à chacun des quatre jours, en 
doublant les résultats relatifs à la quadrature intermédiaire des‘trois 
quadratures considérées dans chaque équinoxe. On a formé ainsi la 
Table suivante. 
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| Sommes 394 ,094 


Si l’on nomme f, f”, f”,f"" les sommes des hauteurs relatives 
cun des quatre jours, et que l’on représente la loi de ces sommes p 


L étant le temps écoulé-depuis la haute marée.-du matin du.jour de la 
pris pour unité; on aura les quatre équations de condition suivantes : 


quadrature, l'intervalle de deux marées quadratures du matin 


19/1 





_ 
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Si l’on mulüplie chacune de ces équations respectivement par leurs 
coefficiens.de £ ét que l’onffasse nullela somme de leurs produits,; si 
l’on fait les sommes semblables |, relativyément aux coëfliciens de, {” et de 
l'!; ces trois sommes :égalées à zéro, formeront les équations stu- 
vantes : 

08E-36aE pif fo of", 

| 36.€ ne 14.0! un 6.€! — + — 2 (7° + SE : Qi 

| 14.0 + G.L' + EL E + F+ re LT: 
ces équations donnent 


Lis pts 
À ere EP REA PIEAGEI), 
a = = LEPEPET EDF cp 2 | 


Maintenant on a 


f = Boots fl. mian,023 fr 319,083, = À 06 so : 
ce qui donne | 
C = 41,29920, L'= — 1231812, É"= 304.,0515. 
L'expression a 
e +Ei+E, 
devient ainsi 


302,2016 + 41,20025 (4 — 1,49131) ;° (a) 


Nommons # la distance d’une haute marée du matin, à l’instant de 
la quadrature ;'et réprésentons par @'Lé" (Er 7 y Cette haute marée. 
La Ratfteur dé la basse mer qui la suit sera 


[/ 
RAS ae. 
l'excès de la haute mer sur cette basse mer sera donc 


aa + HAE y HI. 


27. 
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TABLE IX. 
Valeurs de 216". et. aia". conclues des marées. équinoxiales .en 
de 2 * q 
quadratures. 
À 
_… 216", 214", 
1807 43,824 310,467 
1800 44,820 323,148 
| 1609 35,520 330,551 
1810 36,492 318,768 
HN  rO1xr 38,608 330009 
1812 39,732 324,902 
1813 41,251 317,168 
1814 36,174 Hero 
NU 1815 43,940 308,565 
". 1816 37,040 302,939 
N 1817 34 ,920 287 ,984 
1 1815 40 ,520 287,957: 
1819 49,467 262,213 
1820 0,140 271,085 
1921 47,019 268330 
1922 0 ,89 269,891 


| Moyennes.  41,2535 302,5624 
À ee 


Le peu de différence de cesvaleurs de 214" et de 276"à leurs moyennes, 
prouve la régularité de ces valeurs. 


7. J'ai considéré de! la même manière les quadratures solsticiales 
suivantes : | 
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Sommes 





1807 
1805 


1809 


1810 
1811 
1812 
1813 
1814 
1815 
1916 
1817 
1919 
1819 
1820 
1821 
1822 


TIVRE XI. 


TABLE XL 


Quadratures solsticiales. 


(o) 


28,720 
28,910 
28,050 


20,986 


29919 
28,100 
26,584 
27,106 
HER 
26,570 
25,640 
26,607 
26,617 
26,934 
Sas 
20,047 
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(1) 


25,505 
26 ,863 
25,750 
26,445 
25,037 
24,908 
»4 431 
24,787 
25,500 
24,100 
24,713 
54,077 
24,412 
25,180 
26,014 


404,877 


L'ensemble de ces hauteurs donne 


TÎ — 441,210, J —404,0478 J =—=402,912, |  — 498,950; 


d’où l’on tire 


L'expression 


devient ainsi 


26,405 


(2) 


25,310 
25,145 
24,840 
26,477 
25,043 
25 823 
26,234 
25,500 
25,285 
21 ,900 
25,370 
242853 
24,304 
23,709 
24,413 


24,204 


402,3r2 


Ce HCiHC", 





(3) 


27,135 | 


27,120 


29,815 || 


27,940 
20,034 
27,709 
20,084 
28,384 
28,224 


28,370 || 
28,030 {| 
26,769 || 


26,974 


26,226 || 
26,430 || 


26,036 


438,376 


» 


Ê = 18,1005, € = — 55,40097, C = 441,4578. 


309,02 24 + 18,1005 (4 — 1,53062)" ; 
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ce qui donne par un calcul semblable à celui que nous venons de 
faire relativement aux quadratures équinoxiales , 


A4 TE MSA. 
— é- LS _— : 
PRET ep : ” 
EE ns sus. 2 
sssret 


FRERES 


216 —="38;1005; 
[11 


214" =" 308,606 ; 
on trouve ensuite, Comme ci-dessus , 
Y = 1,65561 — À, 


L'intervalle pris pour unité est ici r,046847 ; et la valeur de ’, 
relative à ces marées quadratures, c/,22048 ; d’où l’on tire 


y = V,51260. 
Les marées quadratures.équinoxiales ont donné 


J = V,50064 ; 
la moyenne est 
VE HtHi0: 


c’est la quantité dont le rnimum des marées suit la quadrature. On a 
vu précédemment que les marées syzygies équinoxiales et solsticiales 
donnent’ pour les valeurs correspondantes de y, 


1/,48013, 1/,546384. 


La moyenne de ces deux valeurs est 1,51349; c’est la quantité dont 
le maximum des marées suit la syzygie. On voit ainsi que cet intervalle 
est à très peu près égal à l’intervalle dont le minimum des marées suit la 
quadrature ; ces deux intervalles peuvent donc être supposés égaux. Les 
observations anciennes m'ont donné pour ces intervalles 1/,50724 et 
1,5077 (Livre IV , n° 24 et 31); ce qui est à très peu près. d'accord 
avec les résultats des nouvelles observations. 

Pour juger de la régularité des marées quadratures solsticiales dans 
le port de Brest, on a déterminé, pour chaque année, les valeurs de 
214" et de 216, enles multipliant par seize, ce qui a produit la Table 
suivante : | 
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TABLE XII. 


Valeurs de 216" et 2ia/'..conclues des. marées solsticiales en 
quadratures. 











1807 16,200 * 408,743 
1800 20,480 !: | :.400,71 
1809 12,240 403,73 
k 1810 21, ï : 411,050 
1811 
1812 ge 604 408,811 
1813 16,504 402,496 
1014 22,50 392,835 
1815 15,728 393,822 
1816 19,360 397,539 
181 20 ,400 306 
1818 15,240 306,466 
1819 16,816 307,373 
1020 20 ,160 4 
1621 16,760 401 ,35 
1822 19,427 387,027 


Moyennes  18,0312 308 ,7504 


\ 
. . « 2 


En comparant ces valeurs de 2ix!" et de 216 .à celles qui sont rela- 
tives aux marées. quadratures équinoxiales, on.-voit clairement l’in- 
fluence des déclinaisons des.astres sur ces valeurs. Dans les quadratures 
équinoxiales , la déclinaison du Soleil est presque nulle , et la déclinai- 
son de la Luneest vers son maximum ; le: contraire:a heu dans les 
quadratures solsticiales où la déclinaison dela Lune est fort petite , et 
celle du soleil, vers son maximum. Dans les quadratures équinoxiales ) 
la plus SAVE des valeurs de 214! a été; ‘par la Table ls égale à 
330,551, valeur inférieure à la plus peute des.valeurs de 214” nettes 
aux quadratures solsticiales, et qui, par la Table XI, est 377,789. 
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Au contraire, la plus petite des valeurs, de 216” des marées quadra- 
tures équinoxiales de la Table IX, et qui est 34,920, surpasse la plus 
grande des valeurs de 216” des,marées quadratures-solsticiales de . la 
Table XI, qui est 22,506. En appliquant à ces valeurs le raisonne- 
ment que nous avons fait, dans ce qui précède, sur les valeurs de 244 
et de 216 relatives aux marées syzygies ; on verra que cette disposi- 
tion n’est point l'effet du hasard, et. qu’elle indique d’une manière 
incontestable , l'influence des déclinaïsons des astres sur ces valeurs, 
dans les marées quadratures comme dans les marées syzygies. 
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8. Toutes ces valeurs de:21« et de 246 sont autant de phénomènes 
très propres à vérifier la théorie du flux et du reflux de la mer fondée 
sur la loi de la pesanteur universelle. Mais avant de les comparer à cette 
théorie, je vais les comparer aux valeurs semblables que j’ai déduites 
dans le quatrième Livre, des observations anciennes. Ces observations 
sont relatives à vingt-quatre syzygies et à vingt-quatre quadratures , 
tandis que les observations modernes se rapportent à cent vingt - huit 
syzygies, et à cent vingt-huit quadratures. El faut donc, pour com- 
parer les résultats anciens aux modernes, diminuer ceux - ci dans le 
rapport de 3 à 16. On aura ainsi : 


= 


ne à ste mme eme 


— Dm ne ne meme me. a ee — 
= = m—…— = 


Sysygies équinoxiales. 


Observations modernes. - ce Observations anciennes. 


{En 
V ‘ 
| 
HE 
Î 
: { 
M) 
1 T 
Hi 
l ‘| 
Mi! 
| 
{ 
1 
f (1 
\l 
ÿ 4 
4} 
MAT 
EU! 
41 
| 
| } 
‘4. | 
| : 
L 1 
(11 Al 
) 
] 1 
| 
MID 
My (| 
(4 
H 
L L 
| nl 1 
! 
| 
| 
1n 1 
Quel 
EI AL ANNE 
M, 
I 
ll 
d 
14 
a 


== ms mn rm em à 
= 


On ab na re one. char tD0 230 
HO CR ND SO te euh e Dose ve DR TOD 


— 


—— 
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On voit, par ne © de ce Ébiens que des, résultats des obser- 
vations modernes s ’accordént : avec eux des obserÿations anciennes aussi 
bien qu’on peut l’attendre, vu: lés différences que peuvent. Y produire 
les différences des déclinaisons de Ta Lune aux deux époques, 


AK} 20 78 [EE ges 45) | 
o. Comparons Mn rites treshltats dés observaGons , avec les 
formules ‘du chapitre précédent: Dans “les”syzygies" et dans‘les qua- 
dratures, que noùs * ‘venons Ce P consider on .&;. comme on vient de 
le voir, à 


at 
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214 —— Bro,7808, ae = As ss 
aie == or 5269, ; bia” heat 


Terry = à Cd 
\à 1 17 UE : es 


K 
On.a trouvé. ensuite | 


PO pop 4450, VO 10846527, 00 vi 
+ D 00646, QE 108,680, 
Le P, = 12720138, Q, = 108,46814,  :* 
K M 120,77083,, @  obsQue _ - 


En substituant ces valeurs de P, Q, PF, etc., dans les expressions 
de 214, 214’, etc. , dù chapitre résident. ét comparant Ces éxpres- 
sions à it aleurs res par, les Éd on a formé les quatre 
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Dans toutes ces équations, r et 7” sont les moyennes distances du 


Soleil et de la Lune à la Terre. 
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tions précédentes donne 


1536,1920 = 235,70786 Æ =} 235,2055 I à 02734 . 


Le système +()+ (2) des 
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‘SAt 
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— 23570052. 


51 


Le/système-deééquations:=t(3){4):donne ) =. 


7008165230 162 42.007266. 
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De ces deux-équations, on tire 


— 475468 ; 
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= 1,64308: 
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Le système des: équations +-(4)}—(3) donne 
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AL | A'L 
97,2127 = 18,77324. + 16,376250,97260 M St 
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En ar pont Gé et TR”: leurs jaieurs PrÉCSDERLES ,: l’é- 


quation (7) donne 





dB 230 5. AB 60,4824.4 ne (o) 


L'équation (8) donne 





18 86159 = = 30,860. des B) + 540620 E =» (io) 


‘On a; “coinme on sp vu dans le éhapitre MAL. 


A (1 x) B Ale (wstmlx).B : 
ce qui donne 


A —B mx.  A’—B mx 
AT me pe A’ 1+mx 








A 
On a de plus m — 0,0748 ; on a donc ; en. ner les équations 
(9) et (ro), 
36,5640 = 4,615x% 


…— 


me mx" 
1-H0,0748.mx À 1754650 +m ma G r) 
d'où l’on tire | | | | ne 

| LT MX — 0,29291; 
ce qui donne 
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et par conséquent 


(a 


320833. 


| ES) 


ct 
. 
[ee 
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Ce rapport est très important pour lAstronomie. En l’appliquant 
aux formules du n° 35 du Fivre V,'etdun° 30 du Livre WE;Fon trouve 
en secondes sexagésimales 9”,4 pour le coefficient du nl terme 
de la nutation, et 6/9 pour le coefficient de Véquation lunaire des 
Tables du Soleil. Il donne de plus la'masse de Ia ue égale à celle 
de la Terre divisée par 74,946. | 


On a considéré dans chaque syzÿgre; la bauteur dela pleine mer 
du soir au-dessus dé la:basse mer dumatin, pendant six jours. consé- 
cuufs, : à partir du.jour ,qui précède la syzy8le;; : 0r,,Pintervalle. de la 
syzygie au A#aximum de la pleine mer étant d’un jour et demi, celui 
des marées extrêmes de’ ces Six jours. à ce maximun serait au: moins de 
deux jours et demi; ce qui peut paraître-trop considérable pour y 
a ppliquer | la loi d’une, variation de la haute mer, proportionnelle au 
carré de sa distance au #7axiImum. Il était-donc intéressant de voir ce 
que l’on obtiéndrait;‘en-se.bérnant-à Considérér quatré jours dans les 
syzygies, comme on l’a fait dans les quadratures: On a obtenu ainsi, 
relativement aux sy zygies équinoxiales précédentes, la loi des valeurs 
de f,17* etes, représentée par TS TRS Br 


819,1670 — 17,720 «— 2,4; 092} : 
aie = 81934424, Rubens 
«26 = .117,7520. PS 


# - LE : . ” » 
tt : + . Lo hatei à : : —_— : £ 17 
‘ I. LEt tes oC.o0ocC 


Les six jours avaient donné, par ce La précède , 


819,9070 — 218 06977 de. — 2,16308)", 
EU 810,780 ; 
216 — 18,0608 ; 


ce qui diffère très peu des quantités précédentes. 
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Pareillement , dans les syzygies solsticiales , quatre jours ont donné 


710,3726 — 11,4155(t—.2,49194)* 


oié — 716,7469, 
216 == 11 2100; 


et par ce: qui précède, six jours avaient. donné 


| 510,22093 — 11,089 19 (£ — 2,91976), 
aie —=.710,40250; 
m6 =: 13308515; 


ce qui diffère peu des quantités précédentes. En substituant ces nou- 
velles valeurs de 2x Gans les ‘équations :(ï) et (2), on voit qu'il 
n’en peut résulter qu'une'variation presque insensible, dans le rapport 


1 #5 1 L e Lé 
de 7 à 5 Ce qui confirme la valeur que nous en avons donnée. 


On voit encore; par l'inspection de l'équation (11), que cette va- 

7 
leur ne dépend que fort:peu dela supposition que nous avons faite $ 

. |: > 
savoir, que À’=—B étant m'x, A —B sera mx; car en faisant 
même À -—B—#2mx, ce qui revient à changer mx eu 2m'x dans le 
premier terme du second membre de ‘cette ‘équation ; la valeur de 

.: r Li En E’ 
m'x sera peu changée, ainsi que la valeur du rapport de = à _ 
HS J 
Û LÉ 3 M pl SP Le > , 

Les valeurs de 254, 214',21&"et 21«", déduites des observations , nous 
font connaître ces quatre choses , les actions des deux astres, et leurs 
accroïissemens dus aux circonstances accessoires ; elles suflisent pour dé- 

‘ . Y, 4 PI] ÆIII £ ! . 
terminer les valeurs de 256, 21€", 210", 210", au moyen des équations 
(M) et (N) du chapitre précédent , dans lesquelles on doit observer que 
ll (m— m)i; 

On ne Co avoir égard ici qu'a l’inégalité lunaire de la variation , 
ou s—2(m—m). En prenant ensuite pour unité, comme nous 
l’avons fait, l'intervalle d’une pleine mer à la pleine mer correspon- 
dante du jour suivant ; la partie de la formule (M), qui dépend de 
et de £”, donnera les valeurs de 216, 246", etc. ; en y changeant f” en 
+R, R étant le retard journalier de la marée, retard que don- 


nent les Tables XIII, XIV, XV et XVI; en faisant /— orR.. 
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- parce que Z est le retard journalier de la marée réduit en arc, à raison 
de la circonférence entière pour un jour; enfin, en multiphant les ré- 
sultats par 24, J’ai obtenu ainsi les valeurs suivantes : 


s = = = a 


Syzyrgies équinoxiales. 

Formule. Observation. 
DO = AS DRE re asie riou une HN UT 
Syzygies solsticiales, 

26 = 12,4le.rseesseepreos cire 11 00 
Quadratures équinoxiales. 

mb 45,41...,.,.,.,0...4.9 441,30: 
Quadratures solsticiales. 

IG 10, 122 se conine mes rAO 0. 


Si l’on considère toutes les causes d'erreur , soit des observations, soit 
des approximations des formules, soit enfin des hypothèses employées, 
causes que nous avons développées dans le premier chapitre; on verra 
dans le peu de différence des valeurs calculées aux valeurs observées, 


une grande confirmation de la loi de la pesanteur universelle. 


D + tt ie Ms ot 


10. Je vais présentement considérer l’influence des variations des di- 
stances de la Lune à la Terre sur les marées. On a choisi dans les ob- 
servations syzygies équinoxiales ci-dessus employées, celles où le demi- 
diamètre de la Lune surpassait de 118” centésimales son demi-dia- 
mètre moyen apparent ; on en a trouvé 34. On a choisi pareillement 
les observations syzygies où le demi-diamètre moyen surpassait de 118” 
le demi-diamètre apparent ; elles sont au nombre de 24. Les époques 
de ces syzygies sont comprises dans la Table suivante : 
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TABLE XIIL 







"APOGÉE. 


27 mars; 4 octobre. 
17 septembre. 


17 mars; 24 septembre. 
1 8 septembre. 
17 mars; 25 septembre, 


7 octobre. 


18 mars; 26 septembre. 





6 avril. 





24 observations apogées. 





à D PP 


g mars; 8 avril; 16 septemb. 


27 mars; 5 septémb.; 5 octob. 


“2 mars ;11% avril; 10 octob. 
28 mars; 6 septemb.; 6 octob. 
.{3-mars; 1% avril; 11 sept. ; 


22 mars. 


29 février; 29 mars; 7 sept.; 


PÉRIGÉE. 
| 


23 mars; 2 septemb.; 1°° oct. 


12 mars; 10 avril; 20 sept. 


81 mars; 9 octobre. 





2 septembre; 2 octobre. | 
| 


13 mars; 11. avril; 20 sept: 





3 septembre ;. 2 octobre. 





13 mars; 12, avril; 21. sept. | 






10 octobre. 








_———_ 


14 mars; 22 septembre. 






&,marss. 2 avril; 11 sept.; 
11 octobre. 













23 mars; 30 septembre. 







34 observations périgées. 


On a pris! comme ci-dessus, dans chaque syzygie, les hauteurs des 
marées dü soir; au-dessus des. basses mers du matin , -du jour qui pré- 
cède la syzygie, du jour de la syzygie et des quatre jours qu la 
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répondent à 58 syzygies équinoxiales dans lesquelles la Lune serait. à sa 


moyenne distance, En multipliant donc ces sommes par Le on doit 


retrouver à fort peu près les valeurs de, 214 et de’ 216 trouvées dans le 
n° 4. Cette multiplication donne : 


214 = 818,7829; A6 18,408, 


ce qui diffère très peu des valeurs 819,899 et 18,0698 données dans 
le n° 4. 

Pour comparer ces résultats, à la formule (M). du chapitre HA ETé 
nous observerons que cette formule donne pour l’excès des deux valeurs 
de. 214. 





A! ! ! sx -(P" 5h 
BALE cou(sT HO) — pe FAC ON à | Sims pu _@] 


On: doit observer ici que L et f ne sont pas relatifs à la seule équation 
du centre de la Lune:, mais encore à l’inégalité de l’évection ; et que 
lon. peut supposer à très: peu prés relativement à. ces deux inégalités, 
f—=— 2h, et s—1m'. On peut observer encore que 


— 6h.cos (T+0)= 7, 


r” étant le rayon vecteur de la Lune dans les syzygies périgées précé- 
dentes, et r” étant ce même rayon dans les syzygies apogées. La fonc- 
ton précédente prend ainsi cette forme 


2A'L. T3 Lx. P’ BAROQUE LME. —@ 
F* APE r'3 pi). (: LS. mx ap — nn) 


Pour déterminer le facteur 
Foi TR 
1e T3 
on a fait dans chaque syzygie périgée, le produit du carré du cosinus de 
la déclinaison de la Lune au moment de la syzygie, par le cube du 
rapport de sa parallaxe au même moment, à sa parallaxe moyenne: on 


29.3 
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2. On a fa 


Pr?! 


a fait la sommé dé ces produits, et on l’a multipliéé par 
ee P ) ARR PURES ET 


it une 


29 
34 


somme semblable pour les syzygies apogées, et on l’a multipliée 


2 e ‘. e ” | 
par F3 On a eu ainsi avec exactitude, la valeur numérique du facteur 





précédent, que l’on a trouvée égale à 9,7680. On a ensuite à fort peu 
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des suppositions dont nous avons fait usage ? C’est ce qu’un plus grand 


ées plus 
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nombre d’observations, et des approximations analytiques por 


loin , pourront décider. 
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la formule (M) du chapitre II donne 3,3 pour cet exc 


et l’observation donne 3,4. Ainsi l’observation et la th 
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CHAPITRE IV. 


Comparaison de l’analyse avec les observations des heures 
et des intervalles des marées. 





11. Pour déterminer les heures et les intervalles des marées ,-On a con- 
sidéré dans les syzygies employées précédemment pour leurs hauteurs, 
les heures de la basse mer du matin et. de la haute mer du soir du 
premier jour qui suit la syzygie, et leurs accroïssemens au ‘jour 
suivant, en doublant les résultats relatifs à la syzygie la plus voisine 
de l’équinoxe ou du solstice. On a fait une somme des heures relatives à 
chaque année; et en la divisant par huit, nombre des syzygies em- 
ployées, on a formé les deux tables suivantes. Les heures observées ont 
été comptées en temps vrai. Maïs il est facile de s’assurer que l’équation 
du temps disparaît des heures suivantes conclues de l’ensemble des, 
syzygies. 


RS NE PU EE SEE ENT z = x T2 3 = gs = = + = — RE 
= PTENENTER er r à we À ln a = —— ——— 7 
_—— DURE 0 à j: 2. = ——— ———_- —— : 
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eme = à -* > pe PA RECETTES hs Léa = : 
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o/ 027210 
es ba 
0,027880 
RE 
ot 
0,027430 
TE 
se 
0,020737 
0,02 17 
0 ,02621 
0,023172 
0 ,023098 
0,02/907 
0,024213 
0,027338 
0,026265 


ACCROISSEMENT. 
0,02 
0,02 


7 
o 
2 
I 


Basse mer, : 


988 
0,42708 
0 ,4228 

9 


"100 


0,42517 
Sr 


0,42 
0,42979 


0,4276 
0,422 
0,42205 
0,43213 
0,42231 
0,41711 
0,42231 
0,425259 


PREMIER JOUR. 
of 41 
0,42 
o 
0 


LA 
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7 
5 


OT 
C= 


34 


0,026/81 
0,026215 


D9240 
te 


TABLE XIV. 
Syzygies équinoxiales. 
. ACCROISSEMENT 

de l'heure 
au second jour. | 

o/ 02 
0,023 
0,026/01 
0,027776 
0020977 
0,027911 
AREA 
0,020470 
0,0261 
0,0237 

0 .6246 
0,023611 
0,027685 
0 ,026006 


Haute mer. 

894. 

364 
0,67835 
0,08142 
0 ,08880 
0 ,68551 


b 
0,608671 


après 
0 ,68368: 
0,68191 
0,607838 
0,68185 
0,67282 


0,67760 
0,681464 


0? 67705 
0, 68442. 
8 
0,68185 


Des heures et des intervalles des marées. 
0,6 
0,6 


HEURES 
la syzygie. 


du premier jour 


4 


ANNEES. 


Moyennes... 





214 
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TABLE XV. 
Des heures et des intervalles des marees. 


Syzygies ‘solsticiales. 

















à 
ut! À 
EU 
M ain 
(a: 
| | | 
+ fou 
h 
' 
ni] 1 
j il 
Lun EU 
CHI ï 
et 
\ … L'EN 
\ EM 
Qi EI 
[) 
| ULA 
! Î 11 
11 
BI LR 
| N L'HI! 
HER FIN? 
ll 
j | 
WIR 1 
HN. 
f 14 
‘4 
il À 
ot Î 
{ROUE V! 
(17 
l | 
(4 | 
k | 
| Q' 
AN EN! 
HU 
L' 
| 
LL EUR 
PRE 
| 
VA A 
LE 
0 
| 
414 0! 
Le UE E 
{1 (] 1 
L 
ll { Il 
nt r q 
+ 
HT 
HN 
M 1 
\ RAT 
Que 
IN à 
Un A) | 
Nid 4 
| 
ER | 
M | | 
11! 
| | 
| 
| | f 
BR! | 
NU EE 
| | 
l Îl 
AMP RARE 
ll ' 
| L 
| 
! 
| t 
| | 
NE 
À 
IA 
| il 
LR | 
| 
l 
( dû 
“Ht 
BUEr 
(l 
PIE 
k 
W 
(] 
\ 












| . HEURES || 
| ACCROISSEMENT LI 
du premier jour HA 
de l'heure PREMIER JOUR. | ACCROISSEMENT. | 11 
après fi 
RSS $ au sécond jour. 1f 
| la syzygie. Le 
| Haute mer. Bassemer. i ten! 
180 0 68842 0! 028598 oi 43169 0/ 027812 RAI 
1808 __0,68706 0,0274170 0,42091 0,020331 All 
| 160 .‘ 0,68030 ETS 0,42470 0 ,026863 He! 
9 {| 
| 1810 0 ,68923 0,027429 0 HS 177 0,027600 fn 
1811 0,67702 0,027164 |  0,42036 0,027008 el 
| 1812 o 68447 0,029328 0,43144 0,020003 | ft (fl 
| 1813 0 ,68220 0,028388 0,42509 0,027432 RL | 
1814 0,67830 0,028qo1 0,42193 0,028032 | 
| 1815 0,67361 0,029914 0,41806 0 ,028913 HN 
| 1816 0,67882 0,027871 0,42197 0 ,028287 | | 
| 1617 0,68030 0,028046 0,42344 0,028819 (tt 
| 1818 0,670 0,027685 0,42282 0,0277 Et 
| 1819 0 ,6038 q,029167 | 0 ,42865 0,020006/4 TER 
| 1820 0,67613 0,02821 0,42431 0,028218 il {l À 
| 1821 0071 0,029422 0,42240 0 ,030996 EN 
1822 0 ,60623 0,029299 0,41094 0,030/403 fl 
Moyennes... 10,680285 0,038451 0,424202 0,0$8301 


dt hs PE VU + L x 
PR ge à 


On a-considéré pareïllement dans les marées quadratures employées 
ci-dessus pour la détermination des hauteurs, les heures de la haute 
mer du matin et de la basse mer du soir du premier jour qui suit le 
jour de la quadrature, et leurs accroissemens au jour suivant, en dou- 
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TABLE XVI. 





Quadratures solsticiales. 





HEURES il 
ACCROISSEMENT {10 
[du premier jour! | ll 
de l'heure PREMIER JOUR. | ACCROISSEMENT, | LUE 
KES après {| [EAN 
ANNÉES. Al 
au second jours | 
la quadrature. IE 
Haute mer. Basse mer. Al | E 
Ps RS Re _— cer pee PA ARE —— | 1! f pl 
1807 0! 40469 0/ 050520 0/ 66806 0! 046875 | fer 
1008 0 , 39044 0,046922 0,66072 6 oi So Dal 
1609 0,39470 _ 0,0493094 0,65373 0,047130 pl 
bre UOAGE AB TM ONE 6668 0045833 NolL 
1811 0,39254 0,047306 0,0557 0,04544 | RL UE 
1812 0,40313 0,0/40827 0 ,6654 0,0)035 Ml 
1813 0,40704 0 ,047999 0 ,66884 0 ,048426 | [UT 
1814 0,41279 0,049702 0 ,6701 0,049132 al | 
1815 0 ,39206 0,042231 0 ,65386 0,04b57 AE | 
1816 0 ,41303 0,043214 0,6730t o 044833 mil: 
| 1817 0,40816 0 ,04608 0 ,67058 0 ,045660 | (1 1l 
| 1818 ._ 0,40538 0,044352 o 66684 0,043656 nl 
| 1819 0,39197 0,045832 0 ,65095 0,047070 UD 
1820 0,39435 0,048019 0,65573 0,049306 | {A fl 
1821 0 ,40803 0,047222 0,67397 0,0402172 QUE 
1822 0 ,40442 0046436 0 ,00944 0,046008 ul fl 
| Moyennes  0,402206 0 ,046091 0 ,664548 0,046702 | if |! } 


L'effet des déclinaisons des astres sur les retards journaliers des 
marées est évident daus les seize années : le retard le plus grand des 
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EE ET = 

rame 


_ 
mm 


marées syzygies équinoxiales a été au-dessous de la moyenne des retards 
des marées syzygies solsticiales ; et le plus petit retard des marées 
syzygies solsticiales a surpassé là moyenne des retards des marées syzy- 
gies équinoxiales. Dans: les quadratures équinoxiales, le plus petit retard 
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journalier des marées quadratures équinéxiales a surpassé le plus grand 
retard des marées quadratures solsticiales. 

En prenant une moyenne entre les retards journaliers des hautes et 
des basses mers, on a pour ces retards 


Syzygies. Quadratures. 
Equinoxes. 0/,026136.-  Equinoxes.  0/,027828 
Solstices.  0,028376 Solstices.  0,0/46846 


Les-observations anciennes m’ont donné dans le quatrième livre, les 
retards suivans : 


Syzygies. Quadratures. 
Equinoxes. c/,025503 Equinoxes.. 0/,057405 
Solstices. 0,028600  Solstices.  0,046043 


Nous retrouvons donc ici, entre les observations anciennes.et mo- 
dernes , le même accord que nous avons trouvé dans: le troisième cha- 
pitre, relativement aux hauteurs des marées et à leuryariation. 

L’heure.de la basse mer du matn ‘du jour qui suit la syzygieiéqui- 
noxiale.a él 0/,425290. En lui ajoutant un quart de jour, plus un 
quart du retard journalier des marées syzygies équinoxiales, on doit 
avoir Pheure de la haute mer du soir, si la mer à Brest emploie autant 
de temps à monter qu’à descendre ; on aainsi poux cette heure, oi,681703. 
L'observation donne 0',681464. Ladiflérence est 229. Les syzygies 
solsticiales donnent 110”,8 de différence. 

L'heure de la hautemer du matin-dw jour qui suit la quadrature équi- 
noxiale est 0/,5955 42. En lui. ajoutant un quart de jour plus un quart 
du retard journalier de la marée, on.a 0f,65099 pour l’heure de la basse 
mer du soir. L'observation donne 0/,65848r, la différence est 15 1",8: Les 
quadratures solsticiales donnerit —6”,3 pour cette. différence. Toutes ces 
différences me paraissent être dans 1 limites des erreurs des observa- 
tions. Suivant les observations anciennes , le temps-de la descente de la 
marée surpassat de 1600" environ: celui-de l’ascension. Cette différence 
peut tenir à la manière dont on évaluait les momens de la haute.et de 
la basse mer.°On a prescrit dans les observations modernes , de prendre 
un milieu. entre les deux instans, où la mer revient à la même 
hauteur, un neu ayanLet un peu après son 7ramimum OùSON MULIMUM. 
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La moyenne des retards journaliers des marées est of,0272561 dans 
les syzyBieS, et 0',052337 dans les quadratures. Les observations an- 
ciennes mont donné dans le quatrième livre, pour les nombres éorres- 
pondans, 0/,027052, et o/,o52067, ce qui s’accorde # fort peu près. 
L’heure de la haute mer dumatin du jour de la quadrature est égale à 
l'heure de la haute mer du matin du jour qui la suit, diminuée du 
retard journalier des marées quadratures ; maïs heure moyenne de 
cette dernière marée, est 0/,398874 ; l'heure de la haute mer du matin 
du jour de la duAdEatere est donc 0/,34653. 

Cette heure a précédé la quadrature dans les observations employées, 
de 0i,2103. En prenant donc un jour et demi, pour la distance du mini- 
mum des marées, à la quadrature, la distance de la marée du matin du jour 
de la quadrature à ce minimum sera v,7103; ce qui, à raison d’un accrois- 
sement de t,052357 pour 1,052337, donne 0/,085063 , qui, ajouté à 
l'heure c/,346537, donne pour l’heure du minimum des hautes marées 
à Brest 0/,431600 : c’est Pheure de la basse marée solaire. On trouve 
par un procédé semblable, 0/,441:70 pour l'heure du minimum de la 
basse mer dans les syzygies, et, par conséquent, pour l’heure de la 
basse mer solaire, conclue des observations syzygies ; la différence 957" 
indique une anticipation des heures des marées quadratures, sur les 
heures des marées syzygies. Les observations des heures des hautes mers 
syzygies et des basses mers quadratures, dont les maxima correspondent 
à la haute mer solaire, iiquens à peu près la même anticipation: Les 
observations anciennes m’avaient donné cette anticipation égale à 850", 
dans le n° 39 du Livre IV. Tient-elle, comme je le pensais alors, à de 
légers écarts du principe de [a coexistence des oscillations très petites, ou 
des autres suppositions que nous avons employées ? Ne peut-elle pas 
dépendre des erreurs des approximations ? C’est ce que les observations 
ultérieures et de nouvelles recherches pourront faire connaître. 

Nous allons maintenant comparer les intervalles observés des marées, 
à la formule (N) du chapitre précédent. Cette formule donne les résul- 


tats numériques suivans : 
Retards calculés. Retards observés en temps moyen. 


Syzygies équinoxiales..... 0/,024506 ... RE 0/,25918 
Syzygies solsticiales. ...... 0/,029047 ......... 0/,28615 
Quadratures équinoxiales... 0/,065320 ......... 0/,05761 


Quadratures solsticiales. ... 0/,046187 ......... 0!,04668 
30° 
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de 


0',000218, et que dans les solstices, le jour vrai surpasse le jour 


moyen, de 0/,000238. 
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La réduction des retards en temps moyen à été faite en obser- 
Le retard journalier des marées est augmenté quand la parallaxe 
lunaire augmente, et 1l est diminué quand elle diminue. Les heures 


observées des marées du premier et du second jour après la syzy 


vant qué dans les équinoxes , le jour moyen surpasse le jour vrai, 
ont donné dans les 


cédent donne 0j,02858 et 0j,01912. 


et dans les syzygies apo 
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CHAPITRE V. 


Des flux partiels dont la période est à peu près d'un Jour: 


12. Css flux étant fort peu considérables à Brest, on peut négliger dans 
leur expression, les quantités très petites. Ils dépendent des sinus de 
nt @ et nt — 2®, dans l’expression des forces données dans 
le chapitre II. Si l’on néglige le cube de sin e; l’expression de laction 
solaire relative à ces flux sera 


5L deco l (es e. sin (nt + &@) } 
279" à + ° 


— sine.sin (nt — 2@) 
Elle produit deux flux partiels que nous pouvons exprimer par 
H.sin e.sin (nt @—F) — H,.sin €. sin (ré 0 — 2mt — K5y, 


H, F, H, et F, étant des constantes arbitraires, L'action lunaire produit 
pareillement deux flux partiels que nous pouvons exprimer par 


H'.sine.sin (nt + @ —#") —H,.sin e.sin (né @— 2mt—F;), 


On doit observer que l’on a 


Au moment de la pleine mer syzygie du soir à Brest, on a par le 
chapitre IT, 


ont + 2® — 2m — 2À = 2i7 + 2, 
ont + 20 — 2m 2N = 27m oÙ'; 
on à ensuite 


= Lay tt, 
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’ 1 | \ X'— } - CE, Lt L 
Y étant égal à =—. Les flux partiels dont la période est à peu pres 
d’un jour, seront ainsi | 
H.sin e.sin (A + mT + my = EF + LE mt) 
— Hssin e.sin (à — ml — my — EF + l— mr") 
+ H'sin é.sin (A Æ mT + my — FH TR me) 
— Hs" sin fa (om —m)y—2(n-m)E-mnTt-E8 (20m) 4". 
Dans les syzygies solsticiales d'été , 2(m° — m)T est nul, ou un mul- 
tiple de la circonférence, et mT — =; l'expression précédente se trans- 


forme par là dans celle que l’on obtient en y faisant T nul, en changeant 
le signe sin. dans le Signe cos., et en donnant le signe + au second et 
au quatrième termes. Si l’on développe cetté expression ainsi transfor- 
mée, dans üne série ordonnée par rapport aux puissances de £” et de Z, 
et à leurs produits ; la partie indépendante de ces quantités sera l’expres- 
sion du flux dont la période est d’un jour, au moment du maximum 
de la marée dont la période est d’un demi-jour. Donnons à cette ex- 


pression, la forme 


M.sin À + N.cos À. 


On aura, à fort peu près, l'expression de ce flux au moment de la 
. F7 . 
basse mer du matin , en changeant À en A— =, ce qui donne 
= M. cos À “+ N .sin À ; 
et l’on äurä à peu près l’éxpression du même flux, au moment de la 
haute mer du matin, en changeant À en À — 7, ce qui donne 
— M.an AN cosÀ. N 
Dans les solstices d'hiver où m'T—37, toutes ces expressions 


changent de signe. 


Exprimons l’ensemble des flux partiels dont la période est à peu près 
d’un jour, par | 
R ;cos (nt + @œ = mt — À,) 


comme on peut le faire pendant le jour du maximum de la marée 
semi-diurne. À, sera l'heure de ce flux, le soir. Au moment de la 


LIVRE XIII. 223 


pleine marée du soi à Brest, au solstice d'été ; ce flux d’un jour, sera 
R.cos(A — À,),en substituant pour 24 @, sa valeur Ant. Au 
moment de la basse mer du matin , ce flux sera R .sin (A — À.) ; et au 
moment de la pleine mer du mâtin, 1l sera — R.cos (A — À,). 

Pour comparer ces résultats aux observations , on a pris dans qua- 
rante-trois syzygres solsliciales d'été, Pexcès de la haute mer du soir sur 
la baute mer du matin , du premier et du second jour après la syzygie , 
et l’én a obtenu 14"°,706 pour la somme de ces excès dans les quatre- 
vingt - six jours d’observations. On a pris semblablement , dans trente 
syzygies solsticiales d'hiver , Fexcès de la haute mer du matin sur la 
haute mer du soir, du premier et du second jour après la syzygie, 
et l’on a obtenu 10,798 pour la somme de ces excès dans les soixante 
jours d’observation. En ajoutant cette somme à la précédente, et 
en la divisant par 60486 , le quotient 0",1755 sera la valeur de 
2R.cos (A — À,). Le maximum de la marée semi - diurne tombant à 
très peu près à l'instant du minuit. qui sépare le premier, du second 
jour après la syzygie ; la-variation de cette marée est très petite, et de- 
vient presque insensible dans lasomme des excès dont je viens de parler ; 
car la marée du soir du premier jour est plus rapprochée de l'instant du 
maximum , que la marée du soir du second jour; mais aussi la marée 
du matin du premier jour est plus éloignée de cet instant, que celle du 
second jour; en sorte que la variation de la marée semi-diurne aug- 
mente, dans le premier jour qui suit la syzygie, l’excès de la haute mer 
du soir sur la haute mer du matin , et le.diminue dans le second jour. 
L'effet de cette variation est ainsi très petit dans la somme de ces 
excès : 1] serait nul, si loniconsidérait autant de solstices d’été que de 
solstices d'hiver; et j’ai reconnu que cet effet est insensible dans les ob- 
servalions précédentes où l’on a considéré 46 solstices d’été et 30 sol- 
stices d’hiver. | 

J’ai trouvé dans le n° 28 du quatrième Livre, la valeur de 
2R.cos (A — À,), égale à 0",183. J'avais considéré dans les observations 
anciennes des marées à Brest, dix-sept syzygies solsticiales d’été, qui, 
traitées comme les précédentes, m’avaient donné 6",131 pour la somme 
des excès'des marées du soir:sur celles-dusmatin, dans les trente-quatre 
jours d'observations. Onze syzygies solstierales d'hiver m’avaient donné 
4",109 pour la somme des excès des hautes mers du matin sur celles 
du soir, danses vingt-deux jours d'observations. En ‘ajoutant ces deux 
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sommes aux deux précédentes données par les observations nouvelles ; 
on a 35,744, qui, divisé par 202 , somme des jours d'observations , 
donne 0",17604 pour la valeur de 2R,cos (A —àÀ,). 

Pour avoir la valeur de 2R:.sin (A A,), on a pris, dans 23 syzygies 
solsticiales d’été , Les excès des basses mers du matin sur celles du soir, 
du premier et du second jour après les syzygies, et l’on a trouvé 5",304 
pour la somme de ces excès, qui, divisée;par 46; nombre des jours 
d'observations, a donné o”,117 pour la valeur de 2R.sim (A — À,). 
Mais ici la variation des basses mers semn-diurnes a un effet sensible 
et que je trouve à peu près égal à 0,009, qu'il faut ajouter à la va- 
leur précédente qui devient par là 0",126. | 

On peut obtenir encore cette valeur, de la manière suivante : Dans 
le n°5, on a considéré l’ensemble des syzygies solsticiales d’hiver et 
d'été. J’ai prré M. Bouvard de calculer séparémentles syzygies solsticiales 
d'été et les syzygies solsticiales d’hiver : il a trouvé pour les premières 


f —= 525,741; Fe — 344,697, f 7 354,807 , 
LRO OO TA ESA 400 31090: 
et il en a conclu , pour lexpression générale des valeurs de f, 


355",7746 — 3,4855 (t — 2,41b82) ; 


d’où il a conclu 
| [ 


Qi4-— :399",00 09; 
A = 1404070: 
Les syzygies solsticiales d’hiver lui ont donné 
f = 321,640, f — 346,589, fo 359,844 , 
398,500 JOIE) Ji — 3207/1008 


et pour l'expression de ces valeurs 


360,6612 — 5,6029.(£— 2,62075)° ; 


d’où il a conclu 


2ix' — .360,7488, 
1162 w%910029; 


La somme des excès des pleines mers du soir sur les basses mers du 
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matin , dans les 64 syzÿgies solsticiales d'été. ét réduits à: leur! maxi- 
mum , a été 355,5746. Dans les:64 syzygies solsticiales d'hiver ; cette 
somme a été 360,6612 ; ‘elle a donc surpassé la somme précédente, de 
4,8866 , qui, divisé par 64, donne pour la différence-relative à chaque 
syzÿygie, 0,07635. Aw solstice. d’hiver;sle -Soleilxest ;plus::près. dela 
Terre que dans si moyenne distance, d’une quantité: à fort peu près 
égale au soixantième de cette distance : son: actiomest, donc: atügmentée 


de la quantité 
2A:L:1:18 5 Q: 
73. ‘60. 128? 


Q étant, comme dans le n° 3; la somme des carrés des cosinus de la 
nl du Soleil dans les He syzygies d'été et d’hiver : elle est di- 
minuée de la même quantité dans les syzygies du solstice d'été : la 
différence de ces deux actions est donc | 


15#-2ASE;: 40 
10 ).r11-".108 





AL cé 
En substituant pour _ et Q leurs valeurs trouvées dans le n° 9: 


cette différence est 0,13024 ; mais elle est diminuée par le flux solaire 
diurne, de la ‘quantité-| 


2R.cos (A — À,) — 2R.sin ots x J) 
on a donc 


0,13024 — 2R. cos (A —À,) + 2R.sin(A— à;) —0,07085. 
En subsütuant pour 2R. cos (A — À,) sa valeur 0,17694, on a 
2R.sin (A — À.) = 0511400 ; 


ce qui diffère peu de la valeur 6,126 , ‘trouvée ci-dessus, et ice qui 
prouve l'influence de là variation as dislénese du'Soleil à ne Térre. En 
prenant la moyenne de ces valeurs, on a | | 


2R.sin (A—A,)= 0e. 


Les valeurs de 2R.cos.(A —À,;)et de 2R.sin (À — à,) donnent 


12030 
17694 ? 
MÉcax. cÉL., Z'ome F. 31 
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d'où: l’ontire: l'angle À — À, » quis réduit en: temps à xason de dà cir- 
conférence entière poar-umjour; devient 0/,605'; c’est Le temps dont le 
flux d’an jour précède lé moment des #axirna des anaréés :du ,soir d’un 
demi-jour ; et comme:cé momentest:0/,688;, l'heure. correspondante de 
la ‘pleine mer du fbax!partiebéera 0503. La cn de 3kest 052 194: 
cettervaléur! nestipasila vinftièmerprifie, dela hauteur! de la marée 
sémis:diurne, et°qui/dans: les) 128; syzygies solsticiales, 2. donné 
716",402, ou 5",60 par syzYS ie. Ainsi, quoique les deux. forces qui 
produisent ces deux flux soient presque: égales entre elles, à Brest, 
l'effet des circonstances est béauceup plûs g rad sur le flux semi- Hititne 
que sur le flux diurne. Pour mieux juger de ces effets, nous ailons dé- 
terminer ces deux flux. en supposant avec Neyvton , ie er én équi- 
libre à chaque instant. sous l’astre qui l attiré. Noûs avons donñé dans 
le n° 12 du quatrième Livre, les expressions de cés flux : celle du flux 


diurne relatif à l’action du Soleil est. 


(D 


L'expression cor orrespondante du flux Semi-diurne est 


De | 


. sin p. COS. ST. COS 8. COS (76 + ao — 1). 


+ 


—.cos®p.sin* 8. DA RUINORTIEReT 


NE de 


L'action de la Lune ee deux flux semblables S que l’on obtient en 


accentuant Jes-eltfesÆ, 755, ne == R\e05.H€ — Sepfi 
On a parle n° 11 du Livre IV 
| | Fe 5L = 
Co) mes 98528. 
Nous prendrons ensuite pour cos’, la valeur de Q du n° 9, divisée 
pär 128 5 où à delplus Oégal à font peu près au complément de la latitude 
de Brest, ou, en degrés sexagésimaux ; égal à 4 36’ 46”. Nous sup- 
poserons encore la Hot p ne la Terre égale à D, celle de la:mer 
étant 1; enfin on a Le lenovo 4" 


re .E7 Li 
| 73 [eee 2,35333— ; 


et nous ferons »'= 9 , cetqui est éxact à trés peu près. Cela posé, les 
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doubles des coefliciens de cos. (tnt @'rmA,)etde cos (ant 2m -m211), 


dans les expressions précédentes, ajoutés aux doubles. des mêmes coef- 
ficiens relatifs à la ue seront respectivement, dans Le syzygies, 


0" Ge o" 350. 


CE: : 


Ces nombres sont les hauteurs ‘des nés re syzyges ‘des’ deux 
flux diurne et semi-diurne-: les hauteurs, observées sont 


07,2134,. 97,60. 


Aiïnsi , par l’effet de la rotation de la Terre et des, circonstances acces- 
soires , le flux diurné est réduit à peu près au üers, tandis que le flux 
semi- re devient 16 fois plus grand. Au reste, cétte grande différence 
ne doit point surprendre ,fsilon -éensidère/que , par le quatrième 
Livre, la rotation de la. Terre détruit dans, une mer partout £gale- 
ment profonde, le, flux diurne : et que, Si la profondeur de. la. mer est 
5 du rayon terrestre , ou d’environ neuf mille mètres 5 Ta hauteur 
de la marée semi-diurne, dans les syzygles ! est de enze mètres. 
Déterminons présentement l'effet du flux diurne sur les marées qua- 
dratures équinoxiales! Par ce quia été: dit dans le-chapitre) IF,'sur 
les marées quadratures du matin ; on,a, pour, ces marées , 
a 99 4: COL ."O de 


2 


à À : «4 L . 
—— 
\ _— 


Le flux diurne Rire ainsi, au | moment du minimum, de la marée 
‘ {199 21Q ni ) HOT BUD: 9 " 


quadrature , 
De POS 800 = Age). Ve (Kyo 
/ H°:8ine .sm (à ND mÉ my) 


past HR ID TIOË IST 9880 D ST: 
. . FETE: Legs , : 
— H, .sin € .sin (a —° —mit#, x) ns 


à . TIRE F2 "PRES CL 
+ H',;.sin € .sin (à TE —#—+ fa ny) 


': e 419f TOME CE US enATB Sr 2h 00 | 
— H'.sine .sin KE = —nT Hs D = (2770 nm) | 
F, doit peu différer de F, a cause ie la lenteur du mouvement du 
Soleil, comparé à celui de la Lune ; les deux premiers termes de cette 


fonction se détruisent, donc à fortpeu près dans les équimoxes. Dans les 
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quadratures des équinoxes d’automne ; on a »T égal à 7, et 2(m/T—T } 
égal à 7 ou à 37; les deux derniers termes deviennent 


H'.sin &.cos (A — F'+ my) + H',sine.cos[A — FE, —(2m'—m)y]; 


et il est facile de voir qu'ils sont les mêmes que dans les syzygies des 
solstices d’été. Donnons-leur cette forme 


M'.sin À + N'.cosX. 


Dans les quadratures de l’équinoxe du printemps, cette ts 
prend un signe contraire. 

Dans les syzygies des solstices d’été , le fe diurne , au moment de 
la haute mer du soir, est, par ce qui Red ; 


M.sin À +- N. cos A. 


Au moment de la haute mer du matin, il prend un signe con- 
traire. L’excès de l’un sur l'autre , qui, par observation , est 0”,1506.. 
donne donc : 


5 2M. sin À ES cos X == 4" 1706: 
L’excés, ide la basse mer du bath sur celle du soir. est; . 
— 2N. cos À + 2N,sin À ; 
cet excès est 0”,1203 ; ce qui donne- 
— 2M.cos À = 2N.sin À = 0",1203: 
Cette équation ajoutée à la précédente, donne 
2M.cos (sin À — cos’ A) 2N, (sin À Æ cos À) = 0",2909.. (a) 


Le flux diurne de Ia basse mer du soir qui.suit la haute mer : du matin , 
dans une quadrature d'automne, est 


M'.cos A — N’.sin À. 
Ainsi ce flux étant , au moment de la hauté mer, 
M'.sin À + N'.cos À, 
son excès sur sa | valeur au moment de La ae mer suivanie!. Sera 


M'.(sin À — cos À) “+ N'. (sin À = cos À) ; 
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et 1 l’emporte sur la même différence dans une quadrature du prin- 
temps , de la quantité- 


2M'.(sin À — cos À) + 2N°.(sin À + cos À). 








En comparant cette quantité au premier membre de l'équation (a). 
on voit: qu'elle doit être positive;. et si l’on supposait les rapports 
de M et N à Met N’, égaux à celui de la somme des actions lunaire et 
solaire à l’action lunaire, rapport qui, par le chapitre IIT , est celui de 
3,35 à 2,35, ce qui ne peut être regardé que comme un simple 
aperçu ; les hautes mers, dans les quadratures d’automne , surpasse- 
raient celles du printemps, de 0,21. Mais cette évaluation indique 
seulement la supériorité des marées quadratures d’automne sur les 
marées semblables du printemps : c’est en effet ce que l’observation:- 
confirme. M. Bouvard a calculé séparément les hauteurs des marées 
quadratures du printemps et celles des marées quadratures d'automne, 
dont il avait considéré l’ensemble; et 1l a trouvé relativement aux 
premières ;. 


f —180,282, f = 149,468, f'—154,658, f”= 200,701 ;; 
doù 1l a conclu par les procédés du chapitre IIT, la formule 
146,4858 + 21,4867.(€ — 1,4076)";. 
ce qui lui a donné 
2107=— 146,103, 216"—21,4867. 


Les-mêmes procédés , appliqués aux marées quadratures d’automne, 
lui ont donné 


f = 204,707, _f!—: 262,546, 12158860, = 19,376. 


D'où 1l a conclu la formule: 


—— 


155,3712 = 10,8145.(4— 1,5818)°, 
214" = 125,0616,, 216" — 19,8145. 
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La différence des deux valeurs de 214" est 8"o113 ; cette différence: 
divisée par 64, nombre des quadratures de l’équinoxe d’automne, 
donne 0,140, à fort peu près, pour la supériorité d’une marée qua- 
drature d’automne sur celle du printemps. | 
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CHAPITRE. VE. 


Des flux partiels .qui dépendent de la quatrième puissance 
inverse de la distance de la, Lune à la T'erre. 


A 


O sait par la théorie des probabilités, que le grand nombre des ob- 
servations peut suppléer leur précision, pour reconnaître des inégalités 
beaucoup moindres. que les erreurs dont elles sont. susceptibles. J’ai 
donc pensé que les flux dépendans des différences de l’action-de la 
Lune dans les nouvelles Lunes, à son action dans les pleines Lunes; 
et de son 'aêtion dans les Héadralices boréales , à son action dans les 
quadratures australes, pouvaient devenir sensibles dans l’ensemble des 
nombreuses observations des marées , que M. Bouvard a discutées. Ces 
flux sont produits par les termes de l’expression de l’action lunaire 
qui sont divisés par la quatrième puissance de la distance dela Lune 
à la Terre. Les termes. divisés: par le cube de cette. distance, les seuls 
que l’on ait considérés ; jusqu'ici, ne donnent aucune Hérenice entre 
les flux lunaires des nouvelles Lunes et les flux lunaïres des pleines 
Lunes. Les termes divisés par la quatrième puissance de la distance 
lunaire sont, par le n°26 du-troisième Bivre , 


D | OT 


Ps jt sin #'—+ sin Ü.xos v'.cos NE ue nu éc [F 510: 
74" | —5 [cos 6. sin »/ + sin 0. cos p” cos (né æ — d’')] F (P) 


On peut , dans le développement de cette fonction , négliger les 
termes qui dépendent de l'angle nt + 7 — 4; parce qu’il résulte du 
chapitre précédent; que-les flux partiels relatifs à cet angle, sont très : 
petits. dans de port de Brest et deviennent insensibles, lorsqu'ils sont 
divisés par. la distance r'°de la Lune à la Terre. Nous allons d’abord 
considérer le terme dépendant de, l’angle  3nt + 3m 31: ce 
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terme est 


O0I OT 


2. .sin@. cos*’. cos Cart + 3 — 34 — 3 (d°— 4)]. 


En, substituant pour sin #”,:cos #”,!;sinl".et; cosnl",, leurs valeurs 
données dans ile chapitre AT ,,on voit que ce terme produit un flux 
partiel de la forme 


G.cos [3nt + 30 — 39 — 3{(p° — p) — 30], 


G et Q étant des constantes que l'observation seule peut déterminer. 
Les autres flux partiels dépendans de l’angle 3nt+ 32 — 3®, sont 
multipliés par le carré du sinus de Pinclinaison & de l'orbite lunaire 
à l’équateur ; ils sont peu considérables, et produisent la différence 
entre les observations équinoxiales et des observations solsticiales. On 
y aurait égard en considérant l'inégalité 


G. cos [3nt + 3 — 39 — 3(e' —_g) — up 


comme pan l'inégalité relative aux équinoxes , et en la multi- 
tipliant par cos°s", pour la Teppor ter aux solstices ; ce qui diminuerait 
d’un cinquième à-peu iprès la valeur de G Fe les- solstices ; mais 
peut-être, .celte correction, n’est, pas suflisante. Dans les nouvelles Lunes 
équinoxiales, ®'—@ est nul. De plus, au moment de la häute mer 
du soir, 2 —@,ou l'angle horawe du Soleil est À ; l’inégalité 
précédente devient ainsi 


Gr cos (3A — 30) ÿ 
c’est -la quantité que ce ; Fr par tiel ajoute. à, la hauteur. de Ja pleine 
mer du soir, à Brest. Pour avoir sa valeur dans la basse mer. du matin 


LE 
qui la précède , il faut changer À en A— =, ce qui donne 


_—G. sin (3 — 30); 


ce flux ajoute dénc à axes de la haute mer da soir à : Brest, dans les 
nouvelles Lunes , sur la basse mer qui précède ; la quantité 


Grscos (3 — 3Q) + G.sin (3a— 3Q). 
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‘On verra de la même manière, que dans les pleines Lunes où 
p'— 9 est égal à 7, ce flux ajoute à cet excès, une quantité contraire 


— G..cos (3 — 3Q) — G.sin (3A — 3Q); 


ce flux doit donc, s’il est sensible , se manifester dans la différence d’un 
‘grand nombre de ces excès, dans les nouvelles Lunes et dans les pleines 


Lunes. 

Ce même flux doit se manifester encore dans les observations des 
marées quadratures. Dans ces observations , on a déterminé l’excès de 
la hauteur de la pleine mer du matin sur la basse mer du soir ; l’iné- 
galité précédente devient, au.moment de la pleine mer du matin, 


G.cos [30 — 7) — 3Q — 3(9-—- e)] ; 
ét au moment de la basse mer du soir, elle devient 


G. cos [3 — 3Q — 3(P ni ?)]. 


. L % , TT \ 
Dans le premier quartier, 9"—9 est égal à = l’exces de la haute 


mer du matin sur la basse mer du soir est donc 
— G.cos (3 — 3Q) + G.sin (3a — 3Q). 


Cet excès prend, un signe contraire dans le second quartier où | 
LL0 Ip ST es 
® D= a e 
Dans les quadratures solsticiales, la Lune est près de l’équateur ; 
dans les quadratures équinoxiales, elle est vers son maximum de décli- 
naison. La différence entre les marées quadratures du premier quértter 
et celles du second quartier, doit donc être ‘plus PRE dans les La 


noxes que dansles solstices. 
L’excès d’une marée d’une nouvelle Lune, sur celle d’une tee 
Lune , est 


2G.sin (32 — 3Q) + 2G. cos (31 — 3Q); 


nommons É cet excès. L’excés d’une marée : du premier quartier sur 
une marée du second quartier est 


2G- sin (3À — 3Q) — 2G.c0s (34 — 30) ; 
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nommons É’ cet excès : on aura 


E+E 


lang (37 = RTS 3Q) = —— ET ons TRS > 





G= DE A+ E) 


Pour comparer ces résultats aux observations, M. Bouvard a fait 
la somme des hauteurs des pleines” mers du soir, au- dessus des 
basses mers du matin'du jour dela syzygie et des trois jours suivans, 
dans les soixante-quâtre nouvelles Lunes équinoxiales qu’il avait consi- 
dérées , et 1l a trouvé cette somme égale à 1583,594. Le même calcul, 
relate aux 64 pleines Lunes étoile: , lui a donné pour ME 
somme 1983,594 + 21,419. Les pleines mers des Lunes solsticiales lui 
ont donné les sommes 


1400,016,.  1400,16 10,175. 


Ainsi les marées des pleines Lunes ont excédé les marées des nou- 
velles Lunes, tant dans les équinoxes que dans les solstices ; et confor- 
mément à : théorie, cet excès a été plus grand dans ( équinoxes 
que dans les solstices. 

Les hauteurs des pleines mers quadratures du matin , au-dessus des 
basses mers du soir du jour de la quadrature et des trois jours sui- 
vans, ont donné, relativement aux quadratures équinoxiales du premier 
et du second quartier de la Lune , les sommes 


910,850, 710,850 — 5,605 : 
et relativement aux quadratures solstiales, les sommes 
853,595, 853,59) — 20,542. 


Conformément à la théorie, la différence est plus grande dans les 
quadratures solsticiales que dans les quadratures équinoxiales ; maïs 
une partie de cet excès est dû aux erreurs des observations. L’en- 
semble des différences dans les nouvelles et pleines Lunes équinoxiales 
et solsticiales est 128.E ; et l’ensemble des différences , dans les qua- 
dratures équinoxiales et solsticiales est 128.E"; on a donc 


198.E = — 21,016 — 10,175 , 
12042 == 5,605 + 20,542; 
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234 MECANIQUE: CÉLESTE, 
d’où lon tire , en degrés centésimaux , 


3X +. 9Q =,5",59; 
Cr — 0",1168r. 


Un aussi petit-lux exige un plus-grand nombre d'observations pour 
être déterminé avec exactitude; mais son existence est indiquée par 
les observationstprécédentes , avec une grande:probabilité. 

Considérons, maintenant les, termeside-la foncuon:(p) dépendans 
de l'angle 2n1H2@ — 21; ces, termes résultant, du développement 
de la apte Tia 


15 L' he 
ir À L' 058 . Sinio” sine. cos?” cos’. (26 Hat) ; 


ils COrréspONdenE aux termes de at de hab lunaire, divisés 
par le cube de la distance 7 de la Lune, et qui, par le second cha- 
pitre , sont le développement de Ta quantité 


sed DÉS | 
Ga. sin’6. cos’p/!. cos’. (74. —1|'). 


Si l’on suit l'analyse du chapitre cité, et si l’on observe que, sin v’ 
est égal à. sin €! .sin ®”", ®''étant la, longitude de la Lune, comptée, de 
l'intersection: de son orbite avec ere on voit qu'il en résulte 
dans la hauteur: de la marée, à Brest, soit dans les syzygies solsti- 
ciales, soit dans les quadratures équinoxiales | une quantité égale à 
HF ;lesignesupérieurse rapportant à la déclinaison boréale dela Lune, 
et le signe inférieur à sa déclinaison australe. E’observation peut seule 


5 
déterminer la constante EF. Si les: flux partiels avaient , relativement 


\ . F7 ñ : 
à la latitude = a du port . le même rapport que les forces ; la valeur 


de F serait à ia partie de la hauteur de la mer , due à l’action de la 
10%: x 
Lime, À à peu près dansle rappont dei. cos tir 3. Mais. nous 


avons remarqué dans le premier éa tra” que chaque flux partiel 
étant la résultante de tous les flux semblables qui émanent de chaque 
point de la surface de Ia mer, et qui reçoivent un nombre presqu’in- 
fmi de modifications avant qué de parvénir dans le port de Brest ; Ia 
résultante n’a point avee; la-latitude. de-Brest ; le:même rapport que 
les forces productrices-de. ce:flux » elle peut même avoir un signe con- 
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traire à celui que ces forées indiquent, en sorte que l'observation ‘pèut 
seule le faire connaître: Pourcela!,;:M:Bouvard'a séparé; dans lé calcul 
des syzygiessolsticiales, les‘marées où la déclinaïson de la Lune était au- 
strale ; des marées où ladéclinaison de la Lune était boréale ; et il à fait 
sur Ces marées ainsi séparées, le même calcul qu'il avait fait sur leur 
ensemble , et dont nous avons donné le résultat dans le troisièmé ‘cha- 
pitre ; il a fait le même calcul-relativement aux quadratures équi- 
noxiales ; et il a formé la Table suivante : 


TABLE X VIH. 
Marées syzygies solsticiales.. Lune australe. 
f Ni, or 1348/3035 = :962,091: 
12 901,092; HE 390 ,733; + RS — 329,636. 


362,8222 — 5,5778(4— 2,5621)° | 
362,9096 — 214, 
9,0770 — 2%. 


Marées syzygies solsticiales. Lune, boréale. 
fr 5818 nat 34372450 FF 6025 609; 
f%=2:800,2005mufi = 340,000 ouf) == 319,208. 
353,1223 — 5,4316(4— 2,4784)° 


393,20721i ax 


5,4316 — 2€”. 
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Marees quadratures équinoxiales. Lune australe. 


T — "109,704; ff — 160,898 ; 0 fU— 167,350: Cf 1207,089, 
156,2010 Æ 19,6412 ( & — 1,4882 }° 


nnenns _ = 


105,3925 = 254", 
19,6412 = 26". 
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Marées quadratures équinoxiales. Lune boreale. 
fol, ia fe x ûx 304 fl t10 0616 1 108) 106: 
146,0466 + 21,6510 (£ — 1,4945 })°. | 


CR =: 


14D,7077 — 2i4”, 


21,6910 = 28". 
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CANIQUE CELESTE,, 
On voit d’abord, paricette Table que l’action de la Lune australe 
sur la mer l'emporte sur l’action de la! Lune. boréale. La valeur de 2F 


est. donnée, soit par la différencé des valeurs dé, 214, relatives aux 
— 97024 ; 


— 9,6848. 


128.F 
128.F 


= 
= 


O 


yzygies solsticiales , soit par. la différence des valeurs de 


relatives aux marées quadratures. La prémière de ces différ 


donne 


4 


marées s 
L'accord de ces valeurs de 128.F ne permet pas de douter que 


l'action lunaire australe sur l'Océan, lemporte sur l’action lunaire 


La seconde de ces différences donne 
boréale. 


parce qu'il y a 128 syzygies solsticiales. 
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CHAPITRE VIT. 


Du flux et reflux de l'atmosphère. 


Les observations dont j'ai fait usage, correspondant à toutes les sai- 
sons; les flux lunaires partiels qui dépendent des déclinaisons de la 
Lune et de sa parallaxe disparaissent dans l’ensemble de ces observa- 
tions. Le flux lunaire atmosphérique peut alors s'exprimer comme celui 
de la mer, par la formule | | 


R. cos [ant + 2@ — omt— 2 (m't— mt) — 20/1, 


R et À’ étant des constantes indéterminées ; mt est le moyen mouvement 
du Soleil pendant le temps t#; #°t est celui de la Lune; 724 est la rota- 
tion de la Terre ; &: est la longitude du lieu : tous ces angles sont 
comptés de l’équinoxe du printemps. 21 @æ—- mt est l’angle horaire du 
Soleil , que nous ferons partir de midi. Cet angle réduit en temps, à raison 
de la circonférence entière pour un jour, sera le temps compté depuis 
midi; A’ sera ainsi, l’heure du #aximum du flux atmosphérique du 
soir : R dépend de l’action de la Lune sur l'atmosphère, soit directe, 
soit transmise par la mer. 

Si l’on suppose que la syzygie arrive à midi, ce que l’on peut ad- 
mettre ici sans erreur sensible, comme le résultat moyen des heures 


de toutes les syzygies considérées; la formule précédente donne R.cos21! 


pour la hauteur du flux au midi du jour de la syzygie. En désignant 
par g le mouvement synodique de la Lune dans un jour ; la hauteur 
du flux à neuf heures du matin du jour de la syzygie sera 


— R.sin (2x — 2); 
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à trois heures du soir , elle sera 








Ces deux équations sont indépendantes des hauteurs absolues du baro- 
mètre : elles n’emploient que les différences À — A’, AA", A'— A" 
du jour de la syzygie, et les différences correspondantes du jour de la 
quadrature. 

Le jour 1“ après chaque syzygie, et après chaque quadrature, donne 
les deux équations suivantes : 


a HR sin (2x + #1 
Ron Soient donc À, A', A", les hauteurs observées du baromètre, le 
LE jour de la syzygie, à neuf heures du matin , à midi, à trois heures du 
L 1] } | | 1 x La 
et soir ; On aura | 
(1 111 C— R.sin (2x — 2) —À ; 
HAL | 4 
[: At M / : TEE ATE 
tai C + R. cos 21 — À"; 
Don 
MEL AE |! C!'—+ R.sin (24 nu 2) = A", 
AIS | 
ii! nil G, C/, C’ étant les hauteurs du baromètre, qui auraient lieu sans lac- 
(ire tion de la Lune. Ces équations subsistent également pour le jour de la 
[a | quadrature, pourvu que l’on y change R en —R; et A, A”, A", dans 
18 SA : ces trois dernières res exprimant respectivement les hau- 
RARE B, B', B'; ces trois d lett P t respect t les h 
DU teurs du baromètre, observées , Le jour de la quadrature, à neuf heures 
ARR Hill. . NN . 7: . . 
U il du matin , à midi,-et à trois heures du soir. 
Ur Ces six équations donnent les deux suivantes , 
Rs 
| La Li " 4 
DUR 4R.. cos ; sin 2\ — A"— À ÆB — B"; 
fil 54 dl 
7 #1) . 
Lt a 48. (x — Sin 2). cos 2N = 2A°— (AE A") —2B + (B + B". 
\Pa je 
ne 


‘ ‘+ 
} , Le 
LE MU {| 
| Ÿ 
Ÿ | I 
} ul 
\ 
AUN 
: 
|? nl! 
h 4 
LE AUELI 
Lil 
HUN 
LE ON 
aa 
| | À 
huh 
1e MIRE 
l'E 10 
ML 
fe LE L 
h} f 
| | 
| 


4R. cos gr sin (2N/ LE aig) = A, — Ai B; — B', 


— EE 2 


a: ARE (: — sin 7) . COS (2N"—+ 219)! 2A/;—(A;+ A7) — 2B'; + (B;4+B"), 


A,, A, etc., B;, B/;, etc., sont les valeurs de À, A’, etc., B, B', etc., 
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relatives à ce i"* jour : z est négatif pour les jours qui précèdent la sy- 
zygie ou la quadrature. 

On peut conclure des observations de chaque jour, les valeurs de R 
et de à’. Mais il ÿ a des jours plus propres à détermmer lune de ces 
inconnues. La méthode que J'ai désignée sous le nom de méthode la 
plus avantageuse , combine toutes les équations de manière à dormer 


les valeurs les plus probables des inconnues. Les deux équations du jour 
ie donnent en faisant 
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X.C0S 2: cos 219 + ÿ. COS ge sin 219 = À"; — A; B;— PB"; 


r-(— sin , + COS 21q —æ.(s — sin ?).sin 214 


— 2ÂÀ”, — (A; —- A") re 2B",+ (B; + PB”). 


Er] - 


Sin.? esb une quantilé très petite et à fort peu près égale à r Si 


l’on néglige son carré et si lon nomme F;, la quantité 
1 À # / [/ 
2 À; — (A; + A ) — 2 ; + (B;+ B i) 


augmentée de sa dix-neuvième partie ; si lon nomme pareillement E, 
la quantité 


4 
j 
H 
D. 
| 
4 
b 
RE 
l'Œ 
ru 
L 4 
Et 
bi 
É! 
D! 
? 
14 
|: 
La 
b A 
} 
4 
t 
| l 
n 


AT ——’ À, -L B; —— B';; BR 


a - 
se D A TE nr 0 


les deux équations précédentes deviendront 


X.cos 21q + ÿ.sur 219 = E,;, 
Y.COS 227 —= L.SUr 219 = F; 


En faisant : successivement égal à — 1,0, +1, +2; on aura huit 
équations qut, résolues par!le-procédé de la méthode la plus: avanta- 
seuse, détérmineront æet y. Mais éetteméthodeexige que l’on connaisse 
la loi des écarts des hauteurs du baromètre, de leur hauteur moyenne, 
dus aux causes irrégulières, pour les diverses heures du jour; cé que 
nous 1gnorons. Dans cet état d'incertitude ,, nous supposerons cette 
loi, la même pour les heures.diverses ; l’inexactitude de cette suppo- 
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sition n'ayant que peu d'influence sur les résultats cherchés. Alors ; 
pour former les deux équations finales qui doivent donner x et y, 1l 
faut , suivant Le procédé que j’ai donné dans le troisième supplément 
à ma Théorie analytique des Probabilités, multiplier chacune des 
quatre équations relatives à la lettre E, par trois, et par son coeflicient 
de æ; il faut multiplier chacune des équations relatives à la lettre F 
par son coeflicient de y ; enfin , il faut ajouter tous ces produits; ce qui 
donne 


x (84 XZ.cos 4ig) + y. sin 4ig = 32.E; cos 219 — Z.F;.sin 219 ; 
le signe À exprimant la somme de toutes les quantités qu'il affecte, et 
que l’on obtient en faisant successivement 2=—1, 1=0, i=1,1= 2. 


En opérant de la même manière sur le coeflicient de y ; on aura la se- 
conde équation finale 


y.(8—2.cos 4ig) +x.Z.sin 4ig =3Z.L,.sin 219 + Z.F, cos 214. 


Toutes les syzygies et toutes les quadratures depuis le 1° octobre 1815, 
jusqu’au 1% octobre 1823, ont donné, en réduisant la colonne de mer- 
cure du baromètre à zéro de température, 


À, = 75500 A Er AA) 700 ;170, 
B— 7969195. D —"#760,034: "D, — 799,940: 
À  — 796,19; A: = 755768; A7 — 759,270. 
DB — 756.072; B9 —/"795602;%; B” :— 75h;047r. 
Ai — 70507040 A6 4x6: AT:==5755,010. 
B9—="795%200, D 700010, Dr 79/6000: 
À, 700 0218 270) AO ts == 100). 
Dé —ig00 070% Bo, —=1790) 920. De 79/8091. 


De là on conclut 


E_, =+o0",016; EE, =<+o,105 ; E =+# 0,216; E, = + 0,008, 
E_, =<+o ,126; FE —+o,168; F,=—0,242; F,=+ 0,053. 


On a ainsi les deux équations finales 


10,18716.2% + 0,09136.7 — 1,076815 ; 
4,51927.7 + 0,99136.x = 0,027033. 
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D'où l'on ‘tire ps RTE | QE: 
x = 0,10743, Ÿ —= 0017501. 


L’étendue 2R du flux lunaire est égal à . : Va RES RE elle est donc 
0,”"0544 av ; 


On a : tang 2À Ê— 


ce qui donne en degrés sexagésimaux 


À: 49939", 
Cette valeur réduite en temps, donne pour l’hèure $éxagésimale du 
plus haut flux lunaire du jour de la syzygie ; 3} 18° 36” du soir. 


2. Déterminons maïntenant la probabilité avec laquelle les observac 
tions précédentes indiquent un. flux lunaire atmosphérique. Il résulte 
de ce que j'ai. fait voir dans le n° 20 du second Livre de ma Théorie 
analytique, des Probabilités; .que:si don. prend un très grand: mombre 
n de valeurs .de.la variation diurne du baromètre:, que lon divisé leur 
nombre par z pour avoir la valeur moyenne, que l’on nomme e la 
somme des carrés des différences de cette valeur moyenne à chacune de 
ces valeurs; si l’on nomme ensuite ul’erreur moyenne d’un nombre con- 
sidérable s de valeurs de.la variation diurne; Ja!probabilhté de x sera 
proportionnelle à 


c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. Le 
nombre #-des obsérvations-diurnés Ccomprisés dans les observations pré- 
cédentes ,-esi 458}; et l’on à trduvé, relätiveinent à ces observations, 
la valeur moyenne de la variation diurne égale à 0"",8045, et e égal à 
5572"",08 ; ce qui donne 


n + 
= = 0,142116 ; 


le millimètre étant pris pour l'unité. La ‘probäbilité de’ # ‘est ainsi 
proportionnelle à ve 
— 0,142116.su? 
(à ARRETE 
En supposant que s exprime le nombre dés variations diurnes obser- 
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l'intégrale du numérateur étant prise depuis z2= — jusqu'à 


3=—=0,0865 , et celle du dénominateur étant prise depuis 2=— 00. jus- 
qu'à z— ©. Si l’on fait 


2 


cette fraction devient. 
| ne 
a 
Per COX CSSS 


Va 


. f Ld , . . 2,55 
l'intégrale du numérateur étant prise depuis = 0,0865.1/ 1258 


jusqu'a £ infini, et 7 étant le rapport de la crconférence au diamètre. 
Aïnsi la probabilité que la valeur observée de 3 n’atteindrait pas 
0,0865 , par les seules chances du hasard , est 0,843 ; il, y a donc 
quelque invraisemblance à leur attribuer cette valeur ; maïs cette in- 
vraisemblance est si petite que, pour aflirmer quelque chose à cet: 
égard , 1l faut multiplier considérablement les observations. Neuf fois. 
plus d’observations donneraïent 


= 0,0865 .4/ en 


Si la valeur de z restait égale à 0,0865 , la probabilité que cette va- 
leur ne serait pas l’eflet du hasard , serait à fort peu près, #7; cette 
valeur indiquerait donc alors, avec beaucoup de vraisemblance, le flux 


limaire atmosphérique. 
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REMARQUES 
Sur la page 102 du premier volume de la Mécanique céleste. 


J'ar dit à la fin de cette page, que je ferais voir dans Ja théorie 
du flux et du reflux de la mer, que la valeur de d'V' est: à très peu 
près la même pour toutes lés molécules situées sur le même rayon ter- 
réstré. J'ai omis dé Le faire en exposant cette théorie : pour réparer 
celte omission, je vais considérer la partie dé 'V’ relative à l’attrac- 
tion dé la couche aqueuse. Cette partié est donnée par l’éxpression de 
A.V dé la page 37 du second volume. Si l’on fait varier 8 et æ dans 
l'intérieur, dés mêmes quantités 44 et av qu’à la surface; ce qui re- 
viént à considérer lés molécules situées primitivement sur le même 
rayon , comme restant constamment sur ün même rayon ; alors d'V'ne 
varie de l’intérieur à là surface, qu'a raison de la variation æy du mou- 
vement de la molécule dans le sens vertical , variation d’un ordre infé- 
rieur à celui dela variation au de son mouvement horizontal dans le 
sens du méridien. Or, il résulte de l'expression de A. V, que la variation 
ay der, a pour facteur une quantité de l’ordre de la profondeur de 
la mer ; on peut donc négliger la variation qui en résulte dans d'V’, et 
supposer d'V’ le même à l'intérieur qu’à la surface ; ce qui rend 
l'équation (M) commune à tous ces points. Comme cette équation 
donne pour tous les points situés sur le même rayon , les mêmes 
valeurs de au et de &v ; on voit que la supposition des points restant sur 
le même rayon pendant la durée du mouvement, satisfait aux condi- 
ons de ce mouvement ; car il est facile d’appliquer à la force attrac- 


live des astres, ce que nous venons de dire relativement à l'attraction 
de la couche aqueuse. 
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LIVRE XIV. 


DES MOUVEMENS DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE : 
DE GRAVITÉ. 








CHAPITRE I°. 


De la Précession des équinoxes. 


Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomètres 
| sur cet objet. 


De me-mpenœee = 
ne " . rental 
CLÉ LA ARTE re Le UNS LEE RITE TE 
ru mme A , 


PR CAARART 
Eee À 


1. La plus ancienne observation de la position sidérale des solstices 
ou des équinoxes, remonte au commencement du XII° siècle avant 
notre ère. Tcheou-Kong qui gouvernait alors la Chine pendant la mi- 
norité de son neveu, fixa la position du solstice d’hiver à deux degrés 
chinois de zu, constellation chinoise qui commençait par € du Verseau. 
Cette détermination que l’on peut rapporter à l’an 1100 avant notre 
ère , ne diffère pas de 92 minutes centésimales du résultat des formules 
du sixième Livre; différence qui paraîtra bien petite, si l’on considère . 
l’imperfection des moyens dont on pouvait alors faire usage, pour 
obtenir un élément aussi délicat. La même tradition qui nous a transmis 
ce précieux résultat, -nous a pareillement transmis l’observation des 
ombres du gnomon, aux solstices d’hiver et d’été, faite par le même 
prince. L'accord de l’obliquité de lécliptique qu’elle donne pour cette 
époque, avec les formules du sixième Livre, ne permet pas de révoquer 
en doute cette observation regardée comme incontestable par le mis- 
sionnaire Gaubil, l’homme le plus versé dans l’Astronomie chinoise 
qu’il avait approfondie pendant un long séjour à la Chine. Dans le 
Ve siècle avant notre ère, les astronomes chinois placèrent le solstice 
d’hiver au commencement de la constellation chinoise z21eou, dont la 
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première étoile était 6 du Capricorne. Il est fort vraisemblable, dit 
le savant et judicieux Gaubil, que ces astronomes, en comparant 
cette position du, solstice te avec celle que Tcheou-Kong lui 
avait.assignée ; et: qui leur était bien connue, . lernarquérent le mou- 
vement rétr ograde des solstices, par rapport aux étoiles ; maïs/rien dans 
l'astronomie ie Égyptiens, des Chaldéens et des Érdess n'indique que 
ces peuples aient eu connaissance dés ‘Observations an iRisuss Il faut 
descendre de huit siècles depuis Tcheou- Kong, pour ‘avoir des obser- 
vations de leurs astronomes sur. la position Ssidéralé 1 déséquinoxes. 
Anistille et Tymochanis, prenuérs observateurs de l’école d'Alexandrie, 
déterminèrent la position de plusieurs étoiles” par rapport-à Fédui- 
noxe du printemps; et ce füt en comparant leurs 6bservations aux 
siennes, qu'Hypparque reconnut le changement de la position équi- 


 moxiale des étoiles, changement que 1es Léyptiens ét les Chaldéens 


paraissent avoir ignoré. Les périodes que les Chaldéens assignaient 
aux-mouvemens sidéraux dü Soleil, dela Etüne, de ‘ses nœuds’et de 
son périgée, périodes que Geminus'et Ptolémée nous ont transmises, 
supposent une année sidérale de 36577, la même que l’année tropique 
admise généralement par les anciens astronomes; ils me sipposatent 
donc pas, dans les étoiles, un mouvement par rapport aux équinoxes. 
Ptolémée qui pouvait mieux que nous, connaître ce que Von ‘avait 
avant lui, pensé sur cet objet, dit expressément qu'Hypparque soup- 
conna le premier ce mouvement, et qu'il y fut conduit-uniquement 
par. la. comparaison de ses observations avec celles d’Anistille et: de 
Tymocharis. Hypparque reconnut que depuis le témps’de ces astro- 
nomes, les étoiles s'étaient avancées en longitude comptée de l’équinoxe 
du printemps, d’un degré sexagésimal par siècle, sans changer de :lati- 
tude au-dessus de l’échptique; ce qu'il expliqua én‘faisant-mouvoir 
la sphère des étoiles, autour des pêles de lécliptique. Ptolémée: con- 
firma par ses propres observations, la découverte d'Hypparque ; ‘mais 
ayant conclu de ses observations défectueuses ‘des équinoxes, lasméine 
durée de l’année tropique qu “Hyÿpparque avait donnée; 1l dut re- 
trouver, et 1l retrouva en effet, le‘méme mouvement: aës étoïles en 
longitude. Les astronomes bee réctifièrent ce mouvément}üls remar- 
quérent l’inexactitude des équmoxes de’ Ptolémée:’En/comparant {eux 
qu'ils observèrent, avec les équinoxes d’Hypparqte ;: ils “donnèrent 
une durée de l’année tropiqüe , plus’exacte que celle“quifut:dephis 
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déterminée par Copernic, et ils en conclurent le vrai, mouvement, des 
étoiles en longitude, k | FE 

Copernic ayant sübstitue les mouvemens iéale de k 7. aux 
mouvéméns apparèns des astres, éxpliqua la précession: des équinoxes 
par ui mouvement des pôlés de là Terre, autour des pôles de l’écliptique, 
ce qui, maintenant, est.généralement admis; mais il ne s’occupa point 
de la cause de ce mouvement, se'bornant à démêler dans les mou- 
vemens apparens des astres Ce qui est di aux mouvemens réels de la 
Terre. Képler porté par une imagination active; à 'la recherche des 
causes, essaya de découvrir celle de la précession des équinoxes : après 
discuss tentatives, il avoua l’inutilité de ses efforts. 

Il était réservé à Newton, de nous faire connaître la ;cause de ce 
phénomène ;.en la rattachant à sa découverte de la pesanteur universelle 
dont aliest l’un des plus; curieux, résultats , et: l’une des plus, fortes 
preuves. Après avoir: reconnu par. sa théorie, l’aplatissement de la 
Terre et la cause du mouvement des nœuds de l’orbite lunaire, Newton 
considérant Je renflement graduel, du. sphéroïde terrestre, des: pôles. à 
l'équateur, comme le système. d’un nombre infini de satellites, vit 
bientôt que: l'attraction solaire devait faute rétrograder les nœuds des 
orbites qu'ils décrivent, comme elle, fait. rétrograder .les nœuds de, la 
Lune ; et que l Heads de ces mouvemens devait produire um mou- 
RESER rétrograde dans l'intersection de. l'équateur de la Terre avec 
l’échiptique. Voici comment il détermine ce mouvement. 

Ce grand géomètre supposant la Terre homogène, la conçoit formée 
1°. d’une sphère intérieure dont le diamètre est l’axe des. pôles; 2°, de 
l'excès du sphéroïde terrestre sur cette sphère. I imagine. d’abord cet 
excès réuni autour de l’équateur, sous la forme d’un anneau détaché 
du globe, en conservant toujours son mouvement de rotation. IL trouve 
“qw’alors ses nœuds auraient sur Vécliptique, un mouvement rétrograde 
‘qui serait au mouvement rétrograde des nœuds. de Lorbe re 
“comme le jour: sidéral.est à la durée d’une révolution .sidérale, de: la 
‘Lune; résultat exact.et que l’on peut facilement déduire de l'expression 
différentielle de la précession des équinoxes, donnée dans le n° ,4.du 
‘cinquième Livre, -en: ÿ :Supposant:, comme! Newton. l’a fait, d’abord, 
. Pinclinaison de lécliptique sur l'équateur, très petite. Newton remarque 
-énsuite que l'anneau; par son adhérence à l'équateur du glébe terrestre, 
doit» D À à là masse entièré de ce-globe, une-très grande partie 
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du mouvement: rétrograde de:ses nœuds ; qui par là se trouve extrême- 
ment.affaibli. Mais de quelle: manière cette communication doit-elle se 
faire?! quelrrestiÎle mouvement rétrograde: qw’elle> produit dans lin- 
tersectioni de; l'équateur -et-de: l’échptique ?:Cest dans Axcsolution: de 
ces\deux/questions, ‘que consiste: la‘prmcipaléidificulté:duproblème. : 

“Il étaitrmaturel que Newton 1fits usage) pourrcet objet, dela règle 


suivante qu'illa donnée danstleschôlie que términe Pexposition de la 


troisième ‘lorduimouvementoou del Pésalité de Pactiôn :à° la réaction , 
dans l’ouvrageïdes! Prinçipes:t51p9 L°6: s:rpriquos 1 ob: noërso | 
«0:51 lon: estinre laction! ide ph Do nta datés par sa 
» vitesse, et que Fon:estime pareillement laréaction ducorpsirésistant, 
» par les vitesses de chacune de ses parties; multipliéestrespectivement 
» par les forces'qu’elles ontpour résister‘en-vertu de leur:cohésion, de 


-» leur attrition, de:leur-poidsret de’ leur accélérations;1laction et la 


».:réaction se trouveront égalés-dansiles’effets de toutes les machines: » 
Pour:appliquer: cette règle: la questionvprésente, 1l#faut ‘observer 


_que la force imprimée à l’anneaw par Paction solaireyrest égale à la masse 


de l'anneau ; multipliée par-son mouvement de précessionsrAinsi l’action 
de l'agent sur le: corps résistantron:sur: le:iglobe terrestre, est ici le 
produit de cette masse parson:mouvement de précession:,: bminié de 
la précession qui lui réste’et‘qui lui est commune avec’le:globe;; et par 
sa vitesse :quirest celle de rotation de la Terre à l’équateur: Chaque 
molécule du globe recoit une force égale à son accélérationrmultipliée 


“par sa masse; et-en vertu de la: cohésion!'des molécules ;°cette accéléra- 


tion: est la précession terrestre-multipliée-par la distance:de la molécule 
à l’axe des pôles a moitié de:cet axe étant prise pour ‘unité: La vitesse 
de la moléculesestilawitesse delrotationcàl l’équateur; multipliée par: cette 
distance; la-réaction duicorpstrésistant est done égale à là somme des 
produits dé chaque molécule ;/parle-carré. de sa:distancerà laxe, par-la 


‘précessiün terréstre; et-par dk vitesse-de rotation à l'équateur: Neviton 


eût pü facilement déterminer cette ‘somme en égalant: ensuite Paction 


dé l’agent; à:la réaction du corps résistant} l'aurait trouvé la précession 


terrestre égale’ à la précession: primokdinle de:l’anneau }:multiphée par 


‘lerapport dela masseide Panneau-àtcelle-deila Terre ; ét par le facteur ? 


Au lieurdé ce:vraifacteur, Newton déduit den osiiiéatiunil didagiés , 
le facteur du carré dela demi-circonférence dont lerayon‘est l'unité. 
En supposant; :comme:Newton: l’a ‘faitd’abord; l’excès:du sphéroïde 
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terrestre sur la:sphère dont le diamètre’esti l'axe: des pôles, réuni sous 
la forme d’unanneaucà :Péquateur9 on obtientrutie précéssion plus 
grande quetlayéritable ; star: Paction dusSoleïlsur!les molécules’ de cet 
excêss pour faire SD ad lesséquinoxes sesteplus! pétiteseta/moins 
d’é énergie quedanséettéchypothèsé ;:1kfaut donc dimiuerla précession 
qui-entrésultés Newton dans:rlaifremière/é éditionode!son: ouvrage des 
Principes s Jairéduisait: ahrquant-depuis;:il aierlalrédüite- qu'aux deux 
cinquièmes;oeiqui est exacts Illa multiplie ensuite/par'lercosinus de 
linclinaison de lPécliptique à l’équateursyrpourl terirocompte! derscette 
inchinaïson!,.çe qaiiest-encore:exact. Ainsirlassolution neutomienne du 
problème;de;:la précession desréquinoxesy;rn'estcen défaut que par le 
“facteurerronné dontser viens de parler, facteur qui réduit la précession 
“au-dessousidé là moitié rdessacyraiemvaleur, Hlestivraisemblabletque ce 
vrand géométrereüt:rectifiéscette lerréurcapilalé; mais bièn excusable 
: dans le premier/inventetwn", si;Imoms-livré àides occupations d’un‘tout 
autre genré, 1heût:donné uneraitention plus particulière aux décou- 
vertes ‘des géomètres:.dus continent ;stelles quele principe par lequel 
- Jacques Bernoulli a-déterminé desroscillations des 'pendules"composés , 
et le, prmcipedesvitessesrvirtuellesi;publiéisans démonstration par 
Jean: Bernouliprincipes-dont:lespremier a -uneigrande analogie avec 
la régle énoncée: ci-dessus; et; dontrle ;second estrune généralisation 
de cette:rrègle:! Maisralors la: correction! de :soni-erreur lui eût fait 
éprouver quelque difficulté! à concïliersavec observation , son résultat 
de da précession:des-équinoxes ;! qui! par là: devenait-beaucoup:trop 
grand. Pour:ayoii! lai précessionltotale;-4l:faut ajouter da ‘précession 
solaire à la: précession lunaire set pour'obtenir celle-c1; Newton mul- 
tiplie la:première;:par:le rapport decl’action-lunaire sur ce phénomène, 
à action solaire; Ce-rapportest-le:même:que le rapport 'deices actions 
“sur les marées; Newton ,; dans:ila: première édition deises Principes, 
le: trouvait:par des-observationsodes marées, égal à 6111 Pasréduit 
ensuite, à::4,4815: L'incertitudecdes, observations: dontiüla fait usage, 
Jui. permettait. delle diminuerencoreset l’on avwdans:le-tréizième Livre, 
que. des.observations très -nombreuses-des-marées}| faites chaque jour à 
- Brest, pendant :seizé années. Sn mg 8 etrdiscutées avec un°soin 
RE INTAR dorinent celrapport égal-à/255-ce:quirapproche!considé- 
rablement, de-l’observation, la: formule néutonienne de ;larprécession, 
corrigée dé son erreur. Nejiton eût puremarquer encore; que l'hypothèse 
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de l’homogénéité de la Ferré; est peu vraisemblable, et qu’il est naturel 
de penser que|lés couches:du:sphéroïderterrestre-croissent en densité, 
à mesure qu’elles se rapprochent durcentre:Cesticé:qu'ik supposait dans 
la prémière édition deises Principes; mäisrilscroyait que cette suppo- 
sition rendait la Ferre plus aplatie , et ‘parsconséquent,; augmentait la 
précession des'équinoxes;ce quiest; entièrement contraire aux résultats 
de l'analyse qui a fait-voir qu'en rectifiant toutes cesrerreurs, la théorie 
de Newton devenait parfaitement conforme-à observation: | 
Newton'a remarqué l’inégahté de; la nutation;-produitepar l’action 
du Soleil ; et dont la période est de six mois::Mais akse contente d’ob- 
server qu’elle est très petite. I:n’a point considéré-les inégalités de la 
précession-ét de la nutation; dépendantes du :mouvement:des nœuds 
de l’orbe lunaire! Dans la production de ces inégalités, action lunaire 
déjà insensible dans les inégalités de cegenre; qui sontindépendantes 
de l’inclinaison de cet orbe, est multipliée par:cette-petite inclinaison ; 
etil fallait une analyse délicate et’très: épineuse pour reconnaître que 
les expressions de ces inégalités acquerrent: parles intégrations, un 
trés petit diviseur qui les rend sensibles: Ainsi la théorie qui, per- 
fectionnée , a sur beaucoup de points; devancé l'observation, :a été sur 
ce point, devancée par elle: Bradiey dut à une longue suite d’observa- 
tions, la découverte de la nutation de l'axe terrestre, découverte l’une 
des plus remarquables et des plus importantes de l’astronomie, en ce 
qu’elle ‘affecte toutes les observations des astres. Ce'grand astronome 
ayant'reconnu par la précision: de ses observations, Paberration ‘des 
étoiles et sa cause; 's’aperçut bientôt qu’elle ne suffisait pas pour repré- 
senter les observations de plusieurs années;ret que ces observations in- 
diquaient une inégalité qu'il suivit- pendant une période de dix-huit 
ans , après laquelle: les étoiles lui parurent revenir à leur première 
position. Cette période la même que-celle du mouvement des nœuds 
de la Lune, lui fit penser que laxe: dela Terre avait un mouvement 
périodique dépendant de la longitude-de ces nœuds..Mechin lui proposa 
l’hypothèse du pôle vrai de la Terre décrivant umiformément'autour du 
pôle moyen, pendant une:période du mouvement des nœuds lunaires , 
un petit-cercle, de manière que le pôle vrai fût le plus:près de.léchip- 
tique, lorsque: le nœud ascendant. de lécliptique coïncide-avec l’équi- 
noxe du printemps: Bradley’ reconnut :que par -là ; ses.cbservations 
étaient à fort peu près représentées; mais qu’elles le’ seraient ui peu 
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mieux encore, si l’on substituñit au cercle, une ellipse peu aplatie. 
Mechin n’a point fait-connaître là théorie qui-l’a-conduit à son hypo- 
thèse, et qui, si elleseûtété juste; lui aurait donné l’ellipticité de la courbe 
décrite par:lepôle: vrai dela: Terre; et soupconnée par Bradley.:1l au- 
rait vu.que le grandaxecdescette elhpse:toujours:tahgent à la: sphère 
céleste;: passe-constamment:par (le pôle:moyen--de lar{Ferre etpar celui 
de l’écliptique: Mais la-découverte de ces résultats; était alors au-dessus 
des moyens:de FAnalyse :et:de la: Mécanique: 1l fallait en inventer de 
nouveaux:pour:y+arriver: L’honneur de cette inventiontétait réservé à 
d'Alembert:oUnvan setdemiaprès la publication de Pécrit dans lequel 
Bradley présenta sa découverte; d’Alembert fit paraître son Traité de 
la précession:-des équinoxes , ouvrage: aussi remarquable dans l’histoire 
de la Mécanique céleste et de la Dynamique, que l’écrit.de Bradley 
dans les annales de lAstronomie. 

_D’Alembert détermine d’abord les résultantés des attractions du 
Soleil et. dela Lune-sur toutes: les molécules du sphéroïde terrestre 
qu'il suppose être un-sohde, de révolution; résultantes auxquelles il 
applique en sens contraire, la résultante de ces attractions sur le centre 
de la Terre, que l’on doit ici considérer comme ‘immobile, Pour avoir 
la vraie situation de la Terre autour de ce point, d’Alembert choisit pour 
coordonnées, l’inclinaison de l’axe du sphéroïde, au plan de l’éclipti- 
que; l’angle que l’intersection de-ces deux plans ou la ligne des équi- 
noxes forme.avec-une droite fixe, menée sur l’écliptique par le céntre 
de la Terre; enfin l’arc compris-entre un point déterminé de l’équateur 
terrestre ,.@t le point où.cet équateur coupe l’échptique à l’équinoxe 
du printemps. Les variations-de ces coordonnées pendant un instant, 
donnent -la vitesse correspondante de chaque molécule du sphéroïde; 
D’Alembert;;: en appliquant: ici son principe. général de Dynamique, 
décompose cette-vitesse en deux, l’une qui subsiste dans Pinstant sui- 
vant, et l’autre qui est détruite, et quine peut l’être que par les ré- 
sultantes. des. attractions du Soleil:et. de la Lune: En détermmant 
ensuite les résultantes de ces vitesses détruites, et en les supposant 
en équilibre-avec les résultantes des attractions des deux astres ;:1l par- 
vient au moyen des conditions de l’équilibre-d’un nombre quelconque 
de forces, conditions qu’il ale premier établies, à trois équations difié- 
rentielles du -second ‘ordre; entre les-trois coordonnées. L'une de ces 
équations. est facile à intégrer ::elle donne la vitesse de rotation du 
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252: MECANIQUE CÉÉESTE, À 
sphéroïde, p ort-a-Pe -D’Alembeït n’intègre-point les deux 
autres équations: il,se contente de faire voir. que la: nutation. du pôle 
terrestre-observée;-par-Bradley.:en est ;uñe;conséqtence nécessaire, et 
il détermine le rapportides deux axes de la, petite iellipse décrite par le 
pôle vrai, de :la, Terre .et la, loi.du monvement de ce,pôle. sur, cette 
ellipse,, résultats. précieux qui sont généralement, adoptés, dans les tables 
astronomiques. Eu. comparant_aux observations ;; les expressions ana- 
lytiques. de la nutation,et,de la précession,,, d'Alembert en.gonclut le 
rapport. de, l’action:de la, Lune à [celle du Soleil;mais il observe qu'une 
trés petite différence dans, la, valeur dela nutation, [changerait sensible- 
ment ce, rapport.,.et celui de,lamasse.de,la. Lune, à,la masse de la 
Terre, que l’on. conclut de,ce rapport. Ne 

D’Alembert détermine. ensuite -les rapports de. as précession et de 
la. nutation | avec, la figure, de la; Terre; .et les lois de la densité 
et..de.. lellipticité, de ses, couches. appris son.:Centre jusqu'a sa 
surface: il.en conclut que lellipticité, 3, qui-résulté; dela compa- 
raison des degrés mesurés en Laponie.en!1536,1et, à. l'équateur, ne 
peut. satisfaire. à. ces. rapports.,Ce grand.,géomètre -croit, cependant 
qu'il est possible de concilier avec .ces,,mesures;,. la, théorie de 
l'attraction , en considérant, que la. Terre est recouverte .en. grande 
partie par la mer dont les, molécules cédant. à l’action: des,astres, ne 
doivent point, suivant lu, contribuer aux mouvemens de l'axe terrestre; 
en sorte-qu'il ne faut bite danstle calcul de ces, mouyemens ; que 
’ellipticité du: sphéroïde, recouvert. par océan ,  ellipticité, qui peut 
être supposée moindre.que «elle, dela surface de las mer. Mais ayant 
soumis à une analyse exacte, les: oscillations d’un ffluide qui -recouyri- 
rait le:sphéroïde terrestre, et, la pression! qu'il, exerce sur la, surface 
du sphéroïde;.y'ai. fait voir que: ce. fluide transmet à l’axe. terrestre, 
les.mêmes mouvemens ,. que s’il. formait une masse solide. avec la 
Terre. M. Plana, par d’ingénieuses.et savantes recherches.sur les oscil- 
lations, des. fluides qui: recouvrent. les. planètes, vient, de;confirmer ce 
résultat important, auquel j'avais,donné dans le, cinquième Livre, la 
plus grande généralité ; en. établissant par le principe:de la conservation 
des aires ,-que. l’action des astres sur la mer, quelle quesoit Ja manière 
dont elle récouvre:le sphéroïde terrestre, -produit.sur-la nutation. et la 
précession, les mêmes.effets,, que:si la. mer venait àvse -consolider. La 
difficulté, que da théorie, de: Pattraction: présente,sur Cet objet, subsiste 
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donc si l’elhpticité de la Terre est -;—. Get aplatissement ne peut en- 
core se! concilier dans cette théorie, avec les observations du pendule 
de l’équateur taux pôles ;:qui"donnent/un'aplatissément au-dessous de 
3. Mais une vérification! du’degré de Laponié} faite par M. Swamberg 
astronome suédois, ‘à montré que la mesure de cé! degré à laquelle on 
avait accordé ‘trop de confiance! est fautivel Tia! nouvellé mesure de 
M. Swanberg comparée ‘aux déérés mesurés "en France, ‘dans l’Inde 
et à l’équateur, donñe un aplatissemént'au-dessous de 4%, et par/la, 
concilié avéé Ha théorie de lattraction ; les phénomenes'de la précession 
et de la nutation}'ét’les observations du pendule: L'erreur de d’Alem- 
bert.que nous venons de signaler, n’est pas le seul exemple que lhis- 
toire des sciences nous offre de savans célèbres mduits’ en’ erreur: par 
trop de confiance dans ‘des mesures fautives. Gé fut par la mesure 
inexacté de la hauteur du baromètre, faite par le père Feuillée au 
sommet du pic de Ténériffe’, que Daniel Bérnoulli fat conduit à étrange 
hypothèse de Paccroissément dela ‘chaleur 'à mesure qu’on s'élève 
dans l'atmosphère au-dessus de la surface de la Terre. Il importe done 
au géomètre de’ne s'appuyer que sur des observations très exactes et 
vérifiées avec un soi particulier. 

D’Alembert applique sa solution du problème de la précession des 
équinoxes aux deux cas que Néwton avait considérés, celui où la 
Terre serait réduite ‘à l'enveloppe qui recouvre une sphère dont le 
diamètre serait l’axe des pôles; ‘et lé cas où les molécules de cette en- 
veloppe seraient réunies sous la forme d’un anneau, à l’équateur. Il 
examine le cas où la Terre n’aurait point de mouvement de rotation. 
Je tiens de ce grand géomètre, qu'il ‘avait d’abord pensé  qué la 
l'erre étant supposée un'solide de révolution ; sa ‘rotation ne devait 
avoir aucune influence sur les phénomènes de la précession’ et de la 
nutation; parce que tous les méridiens élant semblables et se ‘présen- 
tant successivement de la même manière au Soleil et à la Lune, Paction 
de ces’astres sur l’axe terrestre est la même, soit que la Terre ‘tourne 
sur elle-même; ‘soit qu’elle ne tourne pas: C'était ; en effet; ‘confor- 
mément :à cette idée! qu'il avait précédemment considéré les ‘oscil- 
Jations de l’atmosphère ; dans sa pièce sur la cause des vents: I par- 
vint ainsi, sur la précession'et'sur la nutation , à des résultats contraires 
aux observations. Mais avant que’ de rién pronünéer ‘sür ün. objet de 
cette importance ; il voulutrevoir avecle plus grand: soin ses calculs ; 
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254 MECANIQUE CÉLESTE, 
etsoumettre à un nouvel ‘examen , les principes qui leur’ servaient de 
base, et spécialement celui de la non influence de la rotation de la Terre 
sur les mouvemens dé l’axe terrestre. Ayant donc traité cétté'quéstion en 
considérant le moüuvément de rotation, il parvint à des résultats fort 
différéns de ceux qu’il avait d’abord obtenus ;'et ces nouveaux résultats 
se trouvérent parfaitement conformes aux ‘ébsefations de Ja préces- 
sion ét de la nutation. | JT SRC | 
D’Alembert détermine là position de l'axe étantané de rotation, 
et la vitesse dé rotation. Nayant res intécré les équations différen- 
tielles. qu'il avait trouvées , il n a point considérée les’ inégalités du 
mouvement de l’axe terrestre, qui dépendent de sa position et de son 
mouvement primilifs, inégalités que Jai déterminées dans le n° 4 du 
cinquième Livre. Les observations les plus précises n'ayant point fait 
reconnaître ces inégalités ; il est naturel de’pensér que Si elles ont eu 


Heu primitivement , les fluidés qui recouvrent le sphéroïde térrestre 


les ont à la longue anéänties par leur frottement'èt leurs chocs mul- 
tipliés contre sa surface. On concoït en effet, que cés causes diminuent 
sans cesse là force vive du système de Ces’ flnides ét du sphéroïde; maïs 
elles n’altèrent point la somme des aïîrés que toutes les molécules dé 
ce systéme décrivent sûr le plan du maximum des ares. La diminu- 
tion de la force vive doit done avoir wne imite qu'elle finit par attein- 
dre; ce qui ne peut arriver que dans Île ‘cas où €es fluidés sont en 
répos ‘sur la surface du sphéroïde, l'axe de rotation de la Terre étant 
immobile autour de son centre. Jai prouvé dans onzième Livre, qu'un 
tel axé est toujours possible, quelle ‘quc'soït la manière dont l’océan 
recouvre lesphéroïde terrestre. Il devient, lorsque l'équilibre est établi, 
perpendiculaire au ‘plan du maximum des ‘aires;'et la rotation de la 
Terre autour de cet axe, doit être telle que la somme des aires décrites 
par chaque molécule de da Terre, soit la même qu à l'origine. A'msi 
cette somme et le plan du PRES des aires: qui restént toujours l'un 
et l'autre lès mêmes qu’à l’origine, s’il n°y'a point d'action étrangère ; 
déterminent la position de l'axe de rotation de la Perre ‘et ‘sa “vitesse 
de rotation , lorsqu'elle parvient à l’état d'équilibre. 

| D'À labert a étendu dans les Mémoires de l'Académme dés Sciences 
pour l’année 1754, sa solütion du problème de Taprécession des'éqric 
noxes, au Cas où l'équateur et'les parallèles ‘terrestreS"‘séraient ‘elkp2 
tiques ; ce qui donne la’solution générale de ce problème, lorsque dans 


ne 


l'action du Soleil. et de. la: Lune, on. ne re l'approximauion que 
jusqu'aux termes divisés BPT. le. CULE de leurs distances à la Terre, Enfin 
1l,a déterminé, par la même analyse ,. le mouvement d’ un corps solide 
animé par. des forces quelsonques x AULQUE de son centre de gravité. 

Euler.a traité depuis lès mêmes sujets ,;avec. beaucoup d’ élégance, 
SOL dans les Mémoires dé l’Académie de Berlin, SOIÉ dans son Traité de 
la Mécanique des Corps durs. Son premier Mecs sur la précession des 
équinoxes, parut , dans, le .yolume des Mémoires de cette Académie 
pour l’année 1749. Il.n’y fait aucune mention du traité de d’Alem- 
bert; mais dans le.volume suivant , il reeonnut expréssément, qu Al 
n'avait composé son Mémoire, qu'après la lecture de l’ouyrage du géo; 
metre. français. La méthode d'Enler est identique ayec une seconde 
solution du problème de la préeession: des équinoxes que d’Alem- 
bert avait donnée dans son ouyrage ; solution moins rigoureuse que la 
première , mais qui conduit fort sumplement aux mêmes résultats. 

C’est. à. Euler que l’on est redevable des équations générales du mou- 
vement d’un corps solide animé par des. forces, quelconques , que 
J'ai développées dans le. chapitre VIE du PERRET Livre. La découverte 
des trois axes principaux de rotation, due à Ségner, apporte d’utiles 
simphfications dans un sujet aussi compliqué; et les équations aux- 
quelles Euler est. parvenu ,.me paraissent être les plus. simples qu'il 
soit possible d'obtenir. | 

Plusieurs géometres ont essayé de traiter synthétiquement le pro- 
blème dela précession des équinoxes; mais leurs solutions inexactes, 
du moins pour la plupart, sont autant d’ exemples de la supériorité de 
lavalysesur la synthèse. 

Les recherches de d’Alembert et d'Euler laissaient encore à con- 
sidérer plusieurs points importans que J'ai discutés dans le cinquième 
Livre. Lun de ces points. est l'influence de la fluidité de la mer, de 
ses courans et. de ceux de l’atmosphère, sur les mouvemens de l’axe 
terrestre; J'ai reconnu ,.comme je l'ai dit précédemment, que cette in- 
fluence.est la même que si ces fluides formaient une masse solide ad- 
bérente an sphéroïde terrestre, 

Un second point est. l'influence de A re et de la. Terre , sur 
l’obliquité.de l’échptique et.sur, la longueur de l’année, Si le Soleil et 
Ja: Lune agissaient seuls sur, la Ferre ; l'inclinaison moyenne de 
l'équateur, à. lécliptique serait constante. Mais Jaction des. planètes 
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256 MECANIQUE CÉLESTE, 


change continuellement: la position de l’orbe terrestre, et il en résulte 


dans son obliquité surléquateur, une diminution ‘confirmée par 
toutes les observations anciennes: ét modernes. atmême cause donne 
aux équinoxés un mouvement annuel directid’environ-un dixième de 
seconde :centésimaler Añnsilaprécession annuelle produite par Paction 
du: Soleil et’de’lal Huñetest diminuée décetté quantité ;1par l'action 
des planètes. 'Ces effets de‘Vaction des” platiètessont'indépendans de 
l’aplatissement du sphéroïdefterrestre Maïs Paction da:Soleil'et de la 
Lune sur ce sphéroïde® doitles:modifier ét len'éhanger! les toïs. 

Rapportons à 'un'plan fixé: larposition-de l'orbite-derla Terre et 
le mouvement de son axe de rotation? "loëst clairique laction du 
Soleil supposému constamment ‘sur cette orbites ‘produira dans cet 
axe en vertu des variations de l’écliptique ; un mouvement d’oscillation 
analogue à la nutation , ‘avec cette différente, que la période deices va- 
riations étant incomparablement-plus longue-que ‘celle des variations 
du plan de l’orbe lunaire ; l’étendue:deFoscillation correspondante 
dans: laxe de la Terre , est beaucoup plus grande que ‘celle de la nu- 
tation. L'action de la Lune ‘produit dansice même axes" une ‘oscilla- 
tion semblable; parce que Pinclinaison moyenne de son ‘orbe sur 
l’écliptique vraie, est constante. Le: déplacement de-Pécliptique, en 
se combinant avec l’action du Soleil‘et de la Lune sur l& Terre, pro- 
duit donc dans son obliquité: sur l’équateur, une variation très dif- 
férente de ce qu’elle-serait en vertu de ce seul: déplacement: Eéten- 
due entière de cette variation due à ce ‘déplacement ; se trouve par 
là réduite environ au quart de ‘sæ valeur: | 

La variation du mouvement des équinoxes ; produité par les mêmes 
causes, change la longueur de l’année tropique dans les différens siècles. 
Cette durée diminué quand ce mouvement augmente, ce qui'a lieu 
présentement, et l’année actuelle est plus'courte d’environ 13” centé- 
simales ; qu'au temps d’Hypparque: Maïs cette variation dans la lon- 
gueur de Pannée a ‘des limites qui'sont encore restreintes par l’action 
du Soleil et de la’ Lune sur le sphéroïde terrestre. L’étendue deices 
limites serait d° Ne 500”, par le déplacement seul de mél: 
elle est réduite’ à 126! par cétte action: 

J'ai récherché avec tout le’ som qu’exige néblastle: de :lobjet 
dans lAstronomié, si les inégalités Sete" des’ mouvemens de la 
Terre et de la Lune pouvaient déplacer” sensiblément l'axe de rota- 
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tion, sur la surface; du; sphéroïde terrestre ;! etaltérer: le: mouyement 
de rotation:-J’ar:reconnu que ces:eflets Seront toujours. insensibles. 
M. Poisson a-confirmé depuis ce résultat important; parlune savante 
analyse insérée. däns lé tome: VIT: du Journal de FÉcole Polytechnique. 
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Il restait. à -discuter ainercause:de:yariation.dt mouvement duirne-de 
_rotation;-quêiles. expériences! faites Bur!la température.des: mines pro- 
fondes,:m'ai paru ‘indiquer: [Ges-expérentes/donfientan accroissement 
de tempérhture!, àomesüré: que: l’on;s’enfénce. âu-dessous:de-la surface 
de la Terreslhest:nâturel d’en'téneluretqueHa Ferre laune chaleur:in- 
térieures croïssante de lbsurfäcecau.centréi, et{qui:diminue sans cèsse, 
par des pertes:qu’elle éprotive:à;cette surface. En vértu:.de;cette:.dimi- 
nutioni, desparties:de la Terre se xesserrent;oet: comme. cette cause 
n’altère point l'aire décrite parlé rayon vecteur:de-chaque, molécule 
du sphéroïde ‘terrestre , projetée suri-le plan, de: léquateur, le, mou- 
vement de-rotation: doitrpar! là;!s’accélérer.. Ona vu dans l’onzième 
Livre , que: l’eflet de celte causenest jusqu'à présent, insensible; {en 
sorte -que l’on :peutregarder comme, constante, la durée’ du jour que 
lés astronomes sont:prise-pour étalon du temps. 

Enfin :n troisième-point de: discussion, est la nutation de Porbe 
Junaire; correspondante: à la nutation: de l'équateur terrestre. Il résulte 
du n°10 du second Livre ;: que, vu-la grande distance: du Soleil à: la 
Terré etràla-Lune:, le centre degravité du:système-de ces deux der- 
niers corpsestà très peu prèsuattirérpar:le-Soleil ;: comme:si toutes 
les molécules de.ce système, étaient réunies à ce centre: De: à :3l suit 
que la somme des aires décrites autour de:ce point, par lerrayon vec- 
‘teur dé chaque molécule. projetée:sur le plan mené par le mêmeipoint 
parallélement-à lécliptique,; est toujours :le «même en: temps égal , 
quelle que soit.la.-manière dont..ces molécules agissent et, réagissent 
les unes sur les autres, Or, len:vertu de la nutation de l'axe terrestre, 
la somme des: aires, décrites, parles,molécules du sphéroïde terrestre , 
autour, du. centre de-gravité. du système, de. la Terre.et de la, Lune, 
est assujettie! à-une,-inégahité semblable à,lamutation; l'aire décrite 
par le rayoni, vecteur, de.ila Lune, doit ‘donc: être, assujettie: à une 
inépalité contraire, ce qui ne peut avoir, lieu, qu'autant que l’expres- 
sion -de. la. latitude de. la‘ Lune,, contient ‘une inégalité proportion- 
nelle au sinus dela longitude moyenne de:la Lune,..et.dont le.coef- 
ficient-dépend.,. comme celui ‘dela nutation, de. l’aplatissement de la 
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558 MECANIQUE CÉLESTE, 
Terre, Je retrouve ainsi l'inégalité à laquelleje suis parvenu dans le 
second chapitre du Livre VII , par la es ane directe:de l'action 
du sphéroïde térrestre sur la Lune. ets p 4 | 
J'avais négligé dans lercmquième Livre: la ptite nutation dépen- 
dante du dduble de la longitude du dos lanaire3 parce qu’elle me 
paraissait devoir être insensible. Mais comme on peut facilement la 
comprendre dans les tables de la précession et de la nutation, j'en 
donne ici l'expression qui confirme ce que j'avais dit à son égard. 
Quelques astronomes ont pensé qu’il serait avantageux dans le calcul 
de ces phénomènés ; d'employer la longitude vraietde-la Lune ; au 
lieu de sa longitude moyenne. Mhais'il'est'aisé de voir par l’expression 
différentiélle de la nutation, réduite ‘en sinus et cosinus du temps, 
que la différence entre la longitude vraie du nœud de la Lune et sa 
longitude moyenne serait insensible dans l'intégrale, parce qu’elle 
n’acquiert point par l'intégration pour diviseur , le. très peut coefh- 
cient du temps dans la valeur de la longitude du nœud; en em- 
ployant donc la longitude vraie du nœud', au lieu desa longitude 
moyenne, on s’exposerait à une erreur qui pourrait devenir sensible. 
Enfin, pour ne rien négliger sur un objet de-cette importance dans 
V’Astronomue , j'ai considéré les termes dépendans des variations sé- 
culaires des mouvemens de la Lune, et ceux qui dépendent de la qua- 
trième puissance de sa parallaxe et decelle du Soleil; et j'ai trouvé 
qu'ils sont insensibles. 


Formules générales dù mouvement de l'équateur terrestre. 


2. Les expressions différentielles de-ce mouvement, que j'ai données 
dans le n°. 4 du Livre V, me paraissent être les plus simples auxquelles 
on püisse parvenir. Mais on peut leur donner la. forme suivante qui 
présente quelques résultats utiles que nous allons exposer. 


Soient æ’', y', 2 les coordonnées d’une molécule dm dela Terre, 
rapportées au centre de gravité de cette planète; «et à un plan fixe. 


Désignons par x", y", 3", les Coordonnées de la même molécule, rap- 
portées au même centre et au premier, au second ,et-au’troisième axe 


principal de la Terre que nous’supposerons être à très peu près son 
axe dé rotation. Nommous 8 le coinplément de l'angle que ice troisième 

; e L | RE SSOE T ‘12 Te 7 Li F 
axe forme:sur le plan fixe; et 1e complément ‘de l'angle que la pro- 


LIVRE XIV: > 7 250 
jection de.cet: axe ,sur.<e, plan forme avec l'axe. de x° ; sera l’angle 
que: ce. dernier, axe.fäit-avec la ligne d’intersection du plan fixe, et du 
plan formé parle prèmier et le second axe.principal. Désignons encore 
par @ l'angle: que: cette: ligne  d’intersection. fait. avec. le second. axe 
principal. Gela-posé;son!aura;par le n°: 26-du premier-Livre, 

x’ = x” (cosb.sm 1] .sin oO + cos NL. COS @) 
+7" (cos d.sin 2 cos Pr. cos Ÿ, sin @) ct 2”. sing.sin \ : 
yl= x"(cos8. cosaL.sinp = sind. cos®) 
{eos BicosA. cos ®#- sinal.sin @)#t 2, sin 8.005 nl 
Z — 3". cos — 7", ; - Sin 0. SP — x", sin 6. sin ©. 
Soit 
[Cr + 2") dm= A ; fe r'dm= B;  f(y'+ x") dm—C: 
on aura, par les propriétés des axes se Lo : 


Sx'y'dm = 0; [x EU == 0: : Tran — 0; 


toutes:ces intégrales étant étendues à la masse entière de la Terre. 
On aura, par la nature du centre de gravité, 


fra 0; 1yedn—= 0; 17, dm 0; 
fax ame0v; Ngtsdme= 0; f{2", Am—=.. 
Considérons action d’un astre L sur la molécule dm. Soient x, y, z 


les coordonnées de cet astre, rapportées au centre de la Terre, et aux 
axes des x”, des y” et des z°. Faïsons 


L'éRs Vx* y 2, 


Va) + (y—yY+G—7) 


dt étant l'élément du temps, EP posonp. 
= jan 2(e) 7 (2) 
Pa =fin[<@ ) = 1 
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260 MÉCANIQUE CÉLESTE, 


V est fonction de x, y, 23, x’, y’, z'. En y substituant pour æ#, y/, 3! 
leurs valeurs précédentes, V devient fonction de neufquantités x,7, z, 
x", y", 3!, @, AL et 0, parmi lesquelles x", ?”, z! sont invariables 
pour la même molécule. On a donc 


a+ (Da + CE ts 
=) de + Cr) + 


en ne faisant varier que ®, À et 0, dans les polis précédentes de 
x", J', 3. Si l’on différencie ces valeurs, et qu'après les différentia- 
tions on fasse pour plus de simplicité, L nul; on aura 


dx! = d@(z'.sinô—7". cos 0) + y’. d\ ; 
dy! = x". cos8.dp — x'd, + 348; 
ds = — x'. dp.sin8 — y. 


Substituant ces valeurs dans l’équation précédente aux différences par- 
tielles, on aura en comparant séparément les coefkciens de d®, d\ 
et dô, les trois équations suivantes : 


= a 002 (27 (5) 

sin 0 [z () — x’ (&)] : 
| E)=r Gr) » (Tr a) | 
=) 


re 


d’où l’on tire 
a+ cos B GS - œ) 


dV Er) — as x (= dg 7 " "  \Kdÿ/ 
AE a ( Fa sin NS un À : 
Maintenant, les variables @, L et e] étant les mêmes pour toutes les 
molécules dm; il.est clair -que ‘si l’on fait 
mu: P >. \ 4 dm d 
V'= fNdms= L.f. RE — 
“ VERT FO = E G— 7)? 
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on aura 


panels = (== our 
Sam x Œ je “( æ) = 2% en) 


ran[ C2? GAS (GY 
aN dN' dN' 


Les seconds membres de Ces équations sont les valeurs de =, =, 





présentées sous une autre forme. 
Soient 
ne en Li ne At mil) pee me 
AUTRE ÉT ee? RE Te 
VP HQE LVRE FRE EUN me KP RÉ 
les cosinus des angles que l’axe instantané de-rotation de la Terre fait 
‘ayec le troisième axe, le second'et-le premier de-ses axes principaux ; 


soit encore d£. V/p° + g° + 1°, la vitesse angulaire de rotation autour 
de cet axe instantané; on aura par les n° LE et 28 du premier Livre, 
les équations 


Cdp + (B — A )grdt = — AN. cos 0 — AN’. sin 6; 
Adgq+ (G— B)prdt=—"(dN.sn 0. dN’.-cos 0) sin @ + dN". cos 9 ; 
Bdr + (A — Chpgdt=— (dN.sin 8 + ZN’. cos 0) cos ® — dN”. sin y. 


dN” AN aN’ 
>. 7 


+ (B —A)gr = (5), 


on B) pr — in LG LE 2 — (Tr )cose, a 
B.T—(C— A)pg 22 0086 D) + cos UT) + (rs 8. 


7 sin sin 6 


Substituant pour leurs valeurs précédentes, on aura 





C’est sous cette forme générale, que M. ‘Poisson a présenté les équa- 
tions (G) du n° 4 du cinquième Livre. 
Si l’on développe V', ou 
dm 2 
fe =} + (y —yY + G—2)" 
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…— = = = "= 
ESS PR ES 
pt — ee sPemer emma € = 


SE + VAR 
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| 
h El 
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? 
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dans une série ordonnée suivant les puissances négatives de la distance 
r, de l’astre L au centre de la Terre; on aura / en ne portant lapproxi- 


mation que jusqu'aux termes de l’ordre — 3) 


vas base JL LG ÉCAA RP AT) 
x dl ru a 


51 fdm(zz + yy + 22°)" 
PE EL 
1 
T étant la masse entière de la Terre: En substituant pour x’, y’, 2 
leur valeurs précédentes, on trouvera 


ESS 28 [X2—(Y :cos0 — Z.sin ÿ)»] cos 2® 
ee A) 2X(Y.cos 0 — Z.sin 8) sin 2@ Ë 


sr _ (2C—A—B)[X°+(Y .cos0 — Z.sin 8) —27r,:], 


X., Y, Z étant les coordonnées x, y, z de l’astre L rapportées par la 
supposition de 4 nul, à Péquinoxe du printemps, et aux deux axes 
perpendiculaires à la ligne des équinoxes; l’écliptique fixe d’une époque 
donnée étant prise pour le plan fixe. 

Quoique cette expression ne renferme point explicitement l’angle À, 
ele le renferme implicitement, parce que les coordonnées X et: Y en 
dépéndént. Si l’on nomme R la projection du rayon 7, sur l’écliptique, 
et v l’angle que cette projection fait avec l’axe fixe d’où l’on compte 
les angles, on aura 


X = R. cos(u-+ 4); VERRE sin{u + 4): 


d’où Fon tire 


se = G)=* 
Der D=x Ce) 


Les équations (F) donneront aimsi 


par conséquent ‘ 


3Ldt [CY .cos8— Z. sin 6)* — X°] sin 2 


Cap HÈP) Qt r + (B—A) + 2X (Y.cos—7Z,sin 8) cos 29, 
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3) {Cr .cos0 2, sin0)(Y.sin 0 Z.cos 8ycos & 
Xi Y.sin0 + Zeosé) sin@, : 


DATES sus ty X (Y.sin 84 Z:co56):cos 4 
Bdr + (A C'pgdi= —5 (A C) LA . c059—Z.sin0) (Y.sin8-4-Z :cosé}sing: 


ÀAdq+-(C—B) prdt="— a 








Ces équations sont idéntiquement les! équations (G) du n° # du 
cinquième Livre. Elles donnent en les intégrant, les valeurs de @, 4 


et Ô, au moyen des équations suivantes données dans le n° 26 du 
I:° Livre 


d@ — di. cos = pdt ; 
dl .sin 8.sin ® = d8.cos ® — gd: 
d\.sinf.cos®-1 dô.sin ® — rdt. 


On peut substituer au lieu de p, dans les termes (C—B) pr 


et — (C—A)pg, des équations (F); car la différence £ — p étant 


égale à À. cos 0, et les valeurs de g et de r, étant de lordre de —- 


8 : 1 Je ! 
et +. on ne fait que négliger des termes de l’ordre des carrés et des 


produits des différentielles dl et dô, et qui de plus ont les facteurs 
très petits G— À, et C —B. Cela posé, si l’on multiplie la seconde 
des équations (F) par cos ®, et qu’on retranche le produit. de la 
troisième de ces équations , multipliée par sim @; on formera la 





suivante ; 
(==) d (ETS £ 
> 5 
ne D 4 ( Len . Sin @ 
| —CÉ(r.csp+ gsm e)=( D) 
On a | 


dà 
l'.SIN ® — 7.C0S PS 


r.Cos Pshg; sin p = .sinb; 


r'Sin P+g: cos p—= sin 0. sin 29 = 9 :c08 29; : 


36... 
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+ p° serait ésal:à uné ébnstante 7, si la Terre était un solide de révolu- 
ition?, et Han Tercas général, la valéur de p est une constante 7 plus 
ble HHduié ‘dé A2B j'etl'de lalforce pértürbatrice , par sin 29 
etcos 29; ; ei RÉ ABARE donc cé produit, et celui des différentielles 


eJIH D 


"a 'et dj, > On pourra supposer 2 £ A. dans l'équation précédente 
qui devient . 


AB dd dY 
7m “Ones 


(= ES) 4 ( Psin b,sin 29 — Ÿ .cos 29 )— (T ) 


Si le sphéroïde était de révolution , le terme qui a pour Éétéur 





sin 8: 


A = B disparaîtraït : dans tous les cas il est insensible, parce que vu 


la rapidité du “mouvement de rotation , les termes dépendans de 
. 1 . A OR: 
sin 2@ et de cos 29 , déjà insensibles par eux-mêmes ; acquièrent en- 
core par les intégrations, le a diviseur 22. RÉ précédente 
devient ainsi 

HN nus 


A+B\ dB | 
2 di 
On trouvera de la même manière , en multipliant la seconde des 
équations (F) par sin @' et.en l’ajoutant à la troisième muluipliée par 
cos @®, 


Æ) Er #48) (& ae Ad LE ds (& .sin6. Re 29) 


HOT LC G ) res (a). 


Si l’on néglige, comme nous venons de le faire, les termes multipliés 








d0 
par A—B, et par cos 2@, où par —.sin 29551 l’on observe de plus 
que la rapidité du mouvement de " Terre, permet de négliger les 
do $ +. À Lg _ f dV” 7 
termes dépendans de sin @, et de cos ® et par conséquent GC) : l’équa- 


tion précédente donnera 


LEE - (a sin Ë) | | 
Ja à rar dpes re que a ue sn ( Maria) 


LIVRE XIV. 2265 


Si l’on n’a égard dans les équations.(i).et (7), qu'aux, termes de-êLet 4 
qui dépendent de l’action. des astres , et: si l’on considère que lemou- 
vement des astres,est, fort lentipar rapport au mouvement rapide. de 
rotation de la Terre ;.on ,pourra négliger dans. ces équations Jesise- 
condes différentielles de 8 et de ainsi ge. les produits de, leurs, pre- 
mières différences ? ‘et alors on à 


AC 0 nd 


—— 


dns TT -Cne Gin 42 


eu) 


g RC Cn.sinŸ 


: ee ti ‘ >” 
EE he T2 


= — _ +1 cp = “ me = = = 
. ne | Piste =— 
Be D ES ge ee D MES es As à PE — = — = = = 2 E - 
pote — Ce D à - a There ant er me — — = 
—— ——— : er r- E : due) e E un eme 
La éEnisheiwermeanalns# DE . EE SOEUR SES. À = ee 2 | 


TT Bios ee + 


UARREET RS TRE nt 


Si dans lexpression de V' donnée ci-dessus, on néghge les termes 
multiphés par sin 2®, et par cos 29,.et si l’on suppose 


: 
Te os te ES LE 


P = . (Y.cos 0 — Zsin 6) (Y.sin 8 Z.cos 8): 


D 


EE 4 LEE > 


PSE X (Y.sin 8 + Zcos8); 


- Lee 
ee - 


ee rm ces mme orme == 
DRTATT Le rat 
TE YU = 


on aura 
dy. (2C—A—B) 1 
dt? n0— on C > {1 
‘à 11610 (CÆAZE) : pr HN 
dise Fer CUT ‘| 


| 
\#4' 
Anh 


Ces équations sont identiquement, celles que j'ai données -dans les 
n® 5 et 6 du cinquième Livre. Elles sont les plus simples auxquelles 
on puisse-parvenir. | 

Si l’on multiplie la première des équations (F) par p, la seconde 
par g, et la troisième par r,; qu’ensuite on les ajouté ; et que dans. le 
second membre de tatbn RESUME on substitue pour p, g,etr, 
leurs valeurs; on aura 


RENE UE AD ie Ad yrte 


Euh . Æ: 
a" Le more CRITÈRES TR 
= n 


. 
= AL ” - rer « 
AE Hg RC he ere QE É Tant me 


C.pdp + A.qdq +8. e=() de (S Da + (a 


ce qui donne en intégrant 


C.p*+ A. + Br°= constante + 24: /f V'dr; 
, ft Î 
la caractéristique différentielle d se rapportant aux seules variations 
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du mouvement du sphéroïde. Ainsi en désignant par! V” la fonc- 


LE De de PRE YPO son De ÉL dr 
ge 


LT 
tion v' RE on aura 


AR ee 


D ge SES - pee am 0 1 | a ps —— 
A  ——— —  —— = ” 


mr +2 


Cp +A.g" + B.r° = constante 24. f°V"dL. 


“+ 


Quelque loin que lon porte l’'approkimation dé la valeur de 
[V'dt, tout ce ‘qui dépend! de la précession 4 des équinoxes, de 
l’inclinaison 0 de l'axe terrestre à l’écliptique, et de l’angle nt+e, 
| nt étant le mouvement de rotation de la Terre, ne peut avoir été in- 
--  trodut que par ces quantitéss puisque les coordonnées des astres ne 
les renferment point. On aura done d, fV'"dt, en faisant: tout varier 
dans cette intégrale, à exception des angles introduits par les iné 

hiés du mouvement des astres. Ce qui donne 


d.[V'di="— [(S) de, 


ae - ANNE, ie 
la différence partielle (5) ») étant. uniquement-relative:à la va- 


LA a va Dm sp ec dés D PETET ET 


de TS 


RÉTRENT ENT SAM LP 


: = — ——— ——— 
 — 7  —- 
= 


= re : 
D mépris EE A 
ee 


ga- 





4 


+ AE PE 


riation du mouvement des astres. L’équation précédente devient ainsi, 


C—A—B 
pH gr —( 


= n° + — à FESY à 


On a par ce qui précède 
RER AN dB \» 
+= T) sin ÿ + (); 


[: ) ce (Fe) sine l cos 29 


dN d : 
5) ‘ Æ .sin0 . SIM 29; 


EE) (+) (SE) q—r°) 


| 

{| 
[E 
il. 
jl 
{| 


q° ndieé Jr? 


ces tèrmes. sont du second'ordre, en.-eonisidérant comme-des quantités 
du premier. ordre, celles.qui .sont.de ordre: Z;7# étant la précession 
des équinoxes. En ne conservant donc que les quantités du premier 
ordre, qui sont multipliées par le-simus ou le cosinus d’un angle crois- 
sant avec une grande lenteur, ou dans lequel le coefficient du temps 
soit de l'ordre L; on voit que-g4+-rket g?—r°;1me renferment point de 


A TS CE 


RENE nement 
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termes semblables. Ainsi en n'ayant égard'qu’a des quantités de ce 
genre, on peut supposer 


po trente fr). 


Maintenant ne considérons dans V”, que la partie qurest indépendante 
de sin se et de cos29. Cette partie est, parce lquiprécède, 


7 SL (C0 — À — B)[X'-+ (Y 0080 —Z inf} zum] 
Dans le Cas d’un sphéroïde de révolution, dans lequel À —B, on a vu 
dans le n° 8 du cinquième livre, et 1l mot de la sr donnée 
ci-dessus de dp, que p devient une constante, et qu'ainsi p°+q°+ 7° 
ne contient point de quantités du premier ordre, multpliées par le 
sinus d’un angle croissant avec une tres grande lenteur. Mais la suppo- 
sition de A—B ne détruit point les quantités de ce genre, qui pour- 
raient exister dans le cas d’un sphéroïde quelconque; puisque cette 
supposition ne ‘fait que changer 20 — À —B, en 2(C— A). Il 
n'existe donc point de quantités semblables dans le cas d’un sphéroïde 
quelconque , à moiris que dans une seconde approximation, elles ne 
soient introduites dans la fonction 


oV' dV' 
es ACT sr de; 


par les valeurs de d'®, d'8 et d'À, dépendantes des sinus.et.cosinus 
de 29. Mais ces valeurs ayant acquis -par :les intégrations, de grands 
diviseurs de l’ordre 4n°, commel-est-facile de le conclure des équations 
différentielles données ci-dessus; ayant de plus le facteur A—B qui 
est insensible jusqu'ici pour laTerre et acquérant éhcore ce facteur 
dans les termes imdépendans de @, qu'ils produisent dans la fonction 
précédente ; nous nous dispenserons d'y avoir égard, D’ailleurs il résulte 
de lanalyse citée de M. Poisson, que ces valeurs ne produisent dans 
cette fonction, aucun terme du premier ordre multiplié par le sinus 
où COSInus Pan angle croissant avec, une e extrême lenteur. Lesinégalités 


de l'intégrale 


ou de la rotation.de. la erre-sont donc msensibles 
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268 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
Le sinus de l’angle formé par l’axe instantané de rotation et par l'axe 
Va+r 


rincipal étant  — 
FE VREg +” 


=, / (CE sin 0) + À ‘; 


et l’on voit par les expressions précédéntes de 


1l sera 





LA dô 
dt dt ? 
qu'il sera toujours insensible. Ces deux résultats sont très importans, 
en ce qu'ils assurent l’uniformité de la rotation de la Terre, et la,stabi- 
lité des latitudes terrestres, | 

Je n’ai point eu égard dans le cinquième Livre, à l’inégalité dépen- 
dante du double de la longitude du nœud de l'orbite lunaire, par la 
raison qu’elle ést très petite relativement à la nutation. Cependant, vu 
la précision des observations modernes, et parce qu’il est facile de la 
comprendre dans une même table avec la nutation, je vais ici la 


.smÛ et de 


déterminer. 

Pour cela, je rapporterai les coordonnées X,.Y, Z au plan de 
léchptique vraie, en faisant abstraction des varialions séculaires de 
cette écliptique, ce que l’on peut faire 1c1, En désignant par v’ la lon- 
gitude de la Lune, comptée de l’équinoxe du printemps; et par A 
la longitude de son nœud ascendant, on aura, 


X—7r,.Vi— 7°. sin° (u'— A) cos v'; 
Y=r,.Vi— y*. Sin* me A) sin v'; 
Z=r,.7.sn(v— A); 

r', étant la distance de la Lune à la Terre; + étant l’inclinaison de 


Vorbe lunaire à l’écliptique, inclinaison dont nous négligeons les puis- 
sances supérieures au carré. On aura à très peu prés, 


AT | 1—21#" 4 19%, cos (au — 2À)] sin 2y”. 


En substituant au lieu de_v’,:sa -valeür approchée 


mé #5", sm(av!— 5A) , 
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on trouvera que XŸ contient le terme 


PT iO). 
— . SIn 2AÂ ; 


4 


l'expression de P’ contient donc le terme 


Re, 7 ” 
AAA sin 0. V'. sin 2A. 


+ 


Le terme 


T5 ms: XZ. cos Ô 


ti 


de la même 'exphéfsion, ‘contient le terme 


‘ x! 
Lu À: ro (ph € Li, s4° 
ÿ —— COS . sin À ; 
€ brsc TS 2: 


les deux inégalités ae ENE EE de cos À et de cos 2A°, dans l’expres- 


sion de ô, ont: Edone des coefitiens qui sont dans le se de 
{ _ | 1 AN : 
ic, à 2-78 0; | 


: . : Sr { 


| pa 1 
| 


7, 


ES 1 
ou dans le rapport de l'unité à g J:tans 6. On trouve parellle- 
ment que le terme batve 

3L 


UN re V2. sin 0 + cos 8 LA 
— DEL Fr: 0 » LL s ee) 


de l’expression de P,.produit leterme 4,90 8! 8h sg 


8L;/ 0: äly (il an 74 
— SA AL 7 se COS 2 ; 


et que le terme 2: LS qui À 134830 , 


aL 2. : t{ . "1 
: .. " 


D No au 0) | = pi + 


produit le terme Re 


Da + 20 72 ‘ cos A" 1} > Le. 


Les inégalités de la précession, dépéndantes dedans eue 2À, | 


ont donc leurs coefficiens dans lerapport e-l’unité à — 2 Ÿe .tang 26. 
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De là Nutation de l'orbe lunaire, correspondante à la Nutation de 
l'équateur terrestre. 


Le centre de gravité du système formé de la Lune et de la Terre est 
attiré par le Soleil, à très peu près comme si toutes les molécules de 
ce système étaient réunies à ce centre; ce quipar le n° 10 du Livre IF, 
résulte de la proximité de la Lune à la Terre, relativement à sa 
distance au Soleil. De R :l suit que la somme des aires tracées àchaque 
instant par le rayon vecteur de chaque. molécule projetée sur l’éclip- 
tique autour de leur centre commun de gravité, est constante. Soient 
donc X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de la Terre, 


rapportées au centre de gravité du système, et au plan de l’écliptique; 


soient x’, y’, z!, celles d une mokcule dm de la Terre, et x,.7, 3, 
celles du centre de la Lune, rapportées toutes au centre de gravité 
de la Ferre. On aura 


pins ES GT" 
+ Le — XP — (7 — DÉS Ÿ ]= const. 


L étant la masse de la Lune: Mais on a par 1 nature du centre 
de gravité, | SAAIŸ 9À 9) 


Tam 10: x fy'dm ETS: 1. adm —.0. 


(1) 


Soit T la masse de la Terre ,‘on'aura | 
T°=\)f dm: 
On a de plus par la propriété du centre de gravité, 
(EX) TRT 
ce qui donne | 


h es. rc .Îbz0 , 
X T+L 


I 


On aura pareillement 


M 
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Péquation (1) deviéndra donc 


x'd y’ — ydx TE xd ÿ — yd. = 
f'am ( ar + TEA enr te constante. 








La première des équations (C) du n° 26 du premier Livre donne 
Ag.sin8.sing--Br.sinf.cos®—Cp. cosê=—füm( 2 X HS cp ENT AS, (d) 


et l’on a en vertu des expressions de p, g et r du n° précédent, 


À. sin 0 (g. sin @+r.cos p)}+(B—A}sin.r.cos® 
= =1) sin 9. cos 29 


ER Se 
+ h° sin 8. sin 29. 


GE ee si 


— A sn) RTE UC 


L’équation précédente (2) deviendra en négligeant les termes multi- 
pliés par le sinus et le cosinus de 29, ce qui par le n° | DROITE 
réduit p à la constante x, 


nC.cos 0 — CE = 5) Ets in? in? 8er (EAU = constante, (2) 


L’aire tracée dans linstant d£, par le rayon vecteur de la Lune, est 
xdy — ydx. En désioenant par & le demi-grand axe de l’orbe lunaire, 
par e son excentricilé et par 7 l’inclinaison de cet orbe à l’écliptique ; 
on a, en regardant cet orbe, comme une ellipse variable, 





ady — ydx = a m'dt ..cos y .VW 1 —) 


m't étant le moyen mouvement de la Lune. La partie de V! qui 
produit la nutation de l’équateur terrestre, est par le n° précédent, 


— (20 — A —B) } .sin 0. cos 0. cos A, 


A étant Ja longitude du nœud de l’orbe lunaire. Jai donnédans len* r , du 
Supplément au Traité de Mécanique céleste, les expressions différentielles 
des élémens d’une ellipse variable, par une force perturbatrice R, Cette 
force est'augmentée par la considération del’aplatissement de la Terre, de 
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la fonction —V comme il est facile de le voir parle n° cité: Il résulte en- 
core des expressions différentielles du demi grand-axe, et de l’excentricite 
e, que là partie de V' dont je viens de parler, ne produit aucun terme sen- 
sible, dans ces expressions ; en sorte que l’on peut supposer relativement à 
cette parte, a et e constans. L’équation (2) donne donc, en y substituant 


pour DE ar Je , sa valeur précédente; en désignant par dB et d'y, les 


nutations de l’équateur terrestre et de l’orbe lunaire, et en observant que 


_ 


- peut être négligé relativement à dû qui par l’intégration, a acquis 


M diviseur, le très petit coefficient du temps , dans l'expression du 
mouvement fe nœuds de l’orbe lunaire; enfin en négligeant le carré e*; 


nC.d8.sin 0 — pire m'. d'y. sin y. 


Télle est la relation fort simple qui existe entre les nutations de l’équa- 
teur terrestre et de l’orbe lunaire. 


On a par le n° 5 du Livre V, 


nG. dB . sin 0 =. 2 ie — (20 — À —B) sin8. cos 8 8. cos (f'?+ €), 


€" étant l’inclinaison de lorbe lunaire, -que nous désignons ici par, et 
— f't— 6 étant la longitude de son nœud ascendant. On a 


L TR 
—— 3 = IMIÈS 


MmAÂ— 
a ; a 


on aura donc en comparant les deux expressions précédentes de d'6, et 
pre ! ! " . . 
désignant f'£ par (g — :1)m'e, 


dy = — pe Tor SO. ce ie cl 


On a par le n° 2 du Livre V 
20— A—B=<+ L(ah— 129) D!:, 


«h étant l'ellipticité du sphéroïde terrestre, «@ le rapport de la force 
centrifuge. à la pesanteur à l’équateur;tet D étant {le rayon men du 
be terrestre; on a donc | Mal 


LS 


| D? sin4,cos 
Jy=— (ah rap). ee no 
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Soient 


H.sin (ik), sin (4 #7) + etc, 


les inégalités de la latitude de la Lune, dépendantes de l’aplatissement de 
la Terre; les angles it + À, ik, étant rapportés comme la longitude 
A du nœud ascendant de Porbite lunaire, à l’équinoxe du printemps. 
La latitude lunaire étant 
y.snm(mt— À), 
sa variation relative aux variations de ses élémens, sera 
d'y. sin (mt A) — d'A. cos(m't— A); 
sin #'t (d'y .cos A— yd'A.sin À) 
ou EPS 
— cos 77/t (d'y. sin À + yd'A .'cos A). 
En légalant à la fonction | 
H.sin (44 k)HH'. sin (it+ #)Hetc., 
mise sous celte forme 
sin n't{H.cos[(i—m')t+Ak]HH". cos [(é—7m)t]4 4 }Hpete., 
cosm'i{H.sn[(i—m')t+k]+ H.cos[(à—7)t] + 4 }—etc. ; 


on aura 


d'y .cosA— d'A .sin AH. cos[(i—m')t+-K]+H'.cos[ (à —m)t+K]ete., 
d'y.sinA+yd'A . cosA=—H.sin[(i—m')t+4#]-H' sin[(à—m)t+#"]—etc, 


Si l’on multiplie la première de ces équations par cos A, et qu’on 
J'ajoute à la seconde multipliée par sin À, on aura 


d'y=H.cos{A+(im')it4+k1]4H'.cos[A+(i— mit ]pete. 
En comparant cette valeur de d'y, à la précédente, on aura 
(i—m')t +k—=0 ; 


sin Ô .cos 8. 
g—r ? 





H= —a(h—ip)—. 


H=0o;"etc£A 
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214 MECANIQUE CÉLESTE, 
Les inégalités lunaires en latitude, dues à l’aplatissement de la Terre, 


se réduisent ainsi à la suivante 


à D? sinû & 
—(ah—z?a) Cher er on mt; 


ce qui est conforme à ce que j'ai trouvé dans le chapitre IT du Livre VII. 


Des inégalités de la Précession et de la Nutation de l'équateur terrestre, 


dépendantes de la quatrième puissance des parallaxes du, Soleil et 
de la Lune. 


4. Si l’on nomme v la déclinaison d’un astre L;u sa longitude à 
l’équinoxe du printemps; V la distance de cet équinoxe à une ligne 
fixe sur l’écliptique; V” la somme des produits de la masse L de l’astre 
par chaque molécule dm de la Terre, divisée par la distance de cette 
molécule au centre de L; enfin si l’on nomme T la masse de la Terre, 


et r la distance de son centre, à celui de L; on aura par le n° 35 
du troisième Livre 


— ah 
V= + 2 TL (sin v — 2) 
TL (sin°o — ? sin ») - etc. ; 
pa - &:° 9 
en supposant que le rayon terrestre soit 


1— ah(u— 3) + ag (u°—3u)+ete., 


4 étant le sinus de la latitude terrestre. Le terme 
ER Le — (sin$w à. sine) 


est le terme. que la considération de Ia quatrième puissance de la 
parallaxe de L ajoute à l’expression de V’ donnée ci-dessus. Pour en 
déterminer la valeur, nous observerons que s étant la latitude de L'; 
y l'inclinaison de son orbite, et À la longitude de son nœud ascen- 
dant, on a 

siE-== COS 0 . sims sin Ü , sin vu . coss; 


tangs — tangy . Sin(u — A). 
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Ces équations donnent 





d.sin 
(ee OO UE COS. 





ee sin y 
— cosb , sin y . COSS — sin0 .sins. 


En effet, si F est formé d’angles rapportés à l’équinoxé mobile du 
BRNIEm ps, et que z soit le nombre de ces angles pris positivement, 
et ?” le nombre des angles pris négativement, on a généralement 





(TT 
a 


car À étant un des angles de F, en lui donnant cette forme 
fl ést-chiir que par la variition de |, Panple A 'aaaut} ‘reste irnVariable. 
Delà äl cest facile ‘de ne que’le terrie précédent dépendant 


)=(i—x)c087; 


de - ) ajoute à la valeur de ©, donnée ci-dessus, £ quantité | 


# ? 


34q. TL. COS u.COS s 


er — (sin* DR +)» 


en négligeant le carré de y, cette fonction devient 


ROLE je +7. he drain et —— à) AAA } 


On voit d’abord que cettefonetion ne contient point le sinus tow le 
cosinus de la longitude A du nœud, les seuls qui, affectés de. %, puissent 
devenir RARES par : HÉROS qui leur fait acquérix un très.petit 
diviseur, Ainsi le SRENT deila nutation.ne-reéoit aucture. augment 
tation: des termes dépendans de la quatrième. puissance de: la ;parallaxe 
lunaire; ce qui a également.lieu pour.la précession: La,seule. influence 
que puisse avoir cette puissance; dépend de .l’excentricité e.de.l’orhe 
lunaire. En effet, r étant à peu prés 


n[E = 6 006{u — #)], 


0 
1 
| 
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la fonction précédente donnera le terme 


84q.'TL 1 = 4 : 
Zn re 7, ° 2 608 (sin 0 —+). 





En nommant zt le mouvement du périgée lunaire, il en résultera 
dans la valeur de 8, le terme 


= mur = re trs _- g 
RS D SL. dent Dis tn ——. -. _z- ——-- — — 
A , ma + sms = — Cove = 


PEN IN EP OR PS . 


hr. 
Les 


84q.TL 1 e.sinz 
ANCATI TIM RRET SE 


= — 
es 


[ ; 1 

14 Le terme de V' dépendant de _ produit dhns la valeur de 8, 
DE 

14 le terme 

1 . COS À 

qi (æh EU 20) _ = — phares 7 ; 


ST sav 


f't étant le mouvement rétrograde du nœud.,Aïnsi en nommant b 
le coefficient de cos A, ou de la nutation, le coefficient de sin &r,sera 


= 


7e RENÉ AT ET D 7e met 
RE den de bn PMR né Se TRES 


cf | 1 (sinô— À) aq (a) 


e 
SNS + 3 
y & T1 Cosû ‘ah —1ap 


5 
be 


1 
| 
HO 
ID A il 
LL 


3 
coefficient insensible; car Ÿ est à peu près égal à 2 f'; - = est environ &; 


+ 2 - 


et — environ 5 : et les expériences du pendule prouvent que 2g doit 


1 


être beaucoup plus petit que ah — +a; comme -on, peut le voir 


dans le Livre XI 


si 


Relativement au: Soleil, l'expression de e.sne@ est , par le cha- 
pitre VII du second Livre, composée :de termes de la Reel C.Sin {+ €. 
Lagrange à donné dans ts Mémoires de l’Académie dé Berlin, pour 
année 1782, les valeurs numériques de c ét de 5£, d’après des suppo- 
sitions sur les masses des planètes, qui ne sont pas, sans doute, 
exactes, mais que l’on peut regarder comme suflisamment approchées 
pour notre objet; il en résulle que la plus grande des valeurs de e 


ETRS 2 noué Lie rrses opte amener À quare res dé me mt ms er dr Fa 


=. Es 
rt ST les Te 
— nn mn eee er me Era mr 


1 . . \ , 
est au-dessous de — et que les valeurs annuelles de it, diffèrent peu 


de = 50” sexagésimales. En”adoptant pour #.cètte valeur; en faisant 
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CHAPITRE. IE. 


De la Libration de la Lune. 


RENE = EX Rss = 


Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomètres 
sur cet objet. 


TRE RNE VE 
1: À F7 . ELS 


LÉ Cr 


4. Es Anciens avaient reconnu que la Lune nous présente toujours 
la même face, dans son mouvement autour de la Terre; mais loin de 
s’en étonner, ils regardaient ce phénomène, comme naturel à tout 
corps qui circule autour d’un centre. Cette erreur, ou plutôt cette 
illusion, forca Copernic, pour maintenir le parallélisme de laxe ter- 
restre, à donner à cet axe un mouvement annuel contraire au mou- 
vement de la Terre dans son orbite, et assujetti aux mêmes inégalités; 
ce qui compliquait beaucoup son système. Képler remarqua le premier, 
ue 4e-paralléksme-de l’axe de rotation d’un globe doit conserver 
ot de lui-même, une situation parallèle dans les divers mou- 
vemens du centre de ce globe. Par cette remarque, le système de 
Copernic est devenu plus simple ; ce qui lui est arrivé constamment 
par les progrès successifs de l’observation, de l’analyse et de la Dyna- 
mique, progrès qui l’ont enfin élevé au plus haut degré de simplicité 
et de certitude. En étendant la remarque de Képler à la Lune, le 
phénomène suivant lequel cet astre nous présente toujours le même 
hémisphère, et qui semblait si naturel, devenait très difficile à expli- 
quer. Il fallait admettre une égalité rigoureuse entre la durée de la 
rotation de la Lune et la durée de sa révolution autour de la Terre, 
égalité dont il était impossible alors d’entrevoir la cause. | 
Galilée reconnut par des considérations tirées de l’Optique, que 
lhémisphère visible de la Lune varie sans cesse par le changement 


: 
L''IT 
: 
. 
1 
p1 
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do sa parallaxe de hauteur et de sa latitude , ét il Sen astra par 
_ l'observation. 

Ricaoli reconnut da: hbration en ‘lobgitade, qu’ digues hi 
qu'Hévelius , par la supposition que la Lune. présente tottjours la ôrne 
face-au centre de son orbite; ce qui ne donne que la moïtié dé cette 
hbration, si l’on considère Yotbite comme ‘une ellipse; mais ce ‘qui 
li doûne tout entière, si Fon considère avec Riccioh} cette orbite 
comme un cercle excentrique. Newtén, dans'une lettre écrite : à Mereator 
en 1675, donna une explication semblable, en faisant mouvoir unifor- 
mémént la Lune autour de son axe de rôtation, pendant qu’éllé se 
meut inégalement autour de la Terre; mais il supposait l'axe de rota- 
tion perpendiculaire à l’écliptique. Enfin, Doinique Cassini réconnut 
par l'observation , que cet axe est incliné ‘à Pécliptique; et que. ses 
nœuds coïnéident toujours'avec les nœuds de Porbite lunaire, en’ sôrte 
que les pôles de cette orbite, de Pécliptique et de Péquateur lunaïré sont 
constaniment sur un même [cercle de latitude , le pôle de Péchptique 
étant-entre les deux autres. Cassini, par cette découverte Funé dés 
plus ‘importantes qu'il ait faites, et ‘qu'il publia en 160% dans. son 
Traité de l’origine et. des progrès de, l’Astronomie, compléta la À: 
astronomique de la libration de la Lune. R 

En 1748, Tobie Mayer confirma la théorie de Cassini, par une 
suite nombreuse d'observations dont il calcula les résultats, suivant un 
procédé fort ingénieux ; seulement il trouva l’inclinaison de l'équateur 
lunaire à Pécliptique, moindre que Cassini; mais il assure que des 
observations faites du temps de ce grand astronome, donnent lincli- 
naison qu'il trouva en 17/6. 

Lalande, en 1764, parvint au moyen dé nouvelles observations, 
aux résultats de Mayer. MM. Bouvard et Arago voulurent bien à ma 
prière, entreprendre en 1806, une nouvelle suite d'observations qui 
fut continuée par MM. Bouvard et Nicollet, et qui par le nombre et 
Ta précision des observations, surpassé Îles précédentes! et confirme 
lPinyariabilité de Fimclinaïson de l'équateur lunaire à l’éclipuque, et 
la coïncidence constante de ses nœuds avec ceux de l’orbe lunaire: 

Newton parle de la Hibration de la Lune, dans les propositions XVII 
et XXXVIII du troisième Livre de son ouvrage des Principes. Dans 
la proposition XVIT de la première édition, antérieurement à la 
publication du Traité de Cassini, if attribue la Mbration en latitude, 
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à l’inclinaison. de l’axe de rotation: de!.la Lune’ au plan de son orbite: 
dans la troisième édition, il l’attribue à la latitude de la Lume; et à 
linclinaison de son axe sur l’écliptiqué, inclinaison. que: le Traité de 
Cassini avait fait connaître. | | 
C’est dans la proposition XXX VIII du troisième Livre; que: Newton 
parle de la cause physique dela, libration ‘de la: Lune. Il détermine 
d’abord, la figure: de la Lune, qu’il considéré comme:un ellipsoïde de 
révolution homogène et fluide. IL:trouve que son grand axe doit être 
dirigé vers la. Terre, ‘et qu’il surpasse d’environ-:soixante mètres, le 
diamètre de sin équateur: Ce grand:.géomètre n’a point eu égard-à la 
force centrifuge due au mouvement dé rotation. dela Lune; sans: doute 
parce qu’il. la jugeait insensible relativement aux forces résultantes: de 
l’attraction terréstre. Mais elle est du même ordre, et elle-changerla 
figure de la Lune supposée fluide;et homogène: dans une'ellipsoïde qui 
n’est pas de’révolution,.et:dont l’axe de rotation, est-le.plus petit axe: 
L'axe moyen et le grand axe, sont dans le plan de l'équateur ;-et le: plus 
grand. aïe est.dirigé vers la Terre : l'excès dwplus grand sur le plus petit 
axe, est te ns dé l'excès de l’axe-moyen: sur;le plus petit axe; et 





environ 2 de ce petit axe. «Cest ce qui “fait, dit Newton , que É 


» Lune présente toujours le même côté à la Têrres car elle ne peut être 
» en repos dans une autre position, mais elle doit retourner sans cesse 
» à celle-là, en oscillant.» Cela suppose que le moyen mouvement de 
rotation de la Lune. est rigoureusement égal à son moyen mouvement 
de révolution, Il y a une Te bre infinie à supposer, que cette 
égalité rigoureuse a eu lieu à l’origine; en sorte que l’on, peut regarder 
comme certain qu 1] y. a eu .primitivement, une tres petite. différence 
entre ces mouvemens, et que Pattraction,de la Terre æ,établi et main- 
tient constamment ne eux une rigoureuse égalité. -Neyton, n’a point 
considéré cet effet de l'attraction terrestre, qu Qi aurait pu,cependant 
reconnaître par un.de ces concepts au moyen desquels il a souvent 
suppléé, à à l’état d’ unperfecHon où était de son temps l'analyse de l'in- 
fini, pour arriver à des résultats que cette analyse perfectionnée a CON- 
fe: et généralisés. Conceyons, que l’on transporte à, chaque, instant 
le mouvement, du centre de gravité de la Lune, à toutes,ses parties et 
à la Terre ; ce centre sera immobile, et la Derre) tournera autour de 
lui, avec une vitesse. angulaire que nous sp poserons unifor me, Donnons 


\ € 
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au sphéroïde: lunaire, un mouvement HOYEn angulaire dé rotation égal 


à cette vitesse! Si son grand axe eût étélà l’origine, ‘Sur le SN mo- 
bile qui joint les centres de la Lune et de la Terte) et qu'au premier 
instantil eût exactement'suivi; il ne s’en Serait jamais écarté. Mais 
s’il y'avait eu au ‘premier instant, -uné ‘très petite différence éntre les 
vitesses angulaires du rayon vécteur et dé l’axe du sphéroïde, cés deux 
lignes se séraient:successivement écartées lune de l’autre; mais à cause 
de l’extrêmerpetitesse. que nous SHPPOSUTÉ à cétte aifrerehiée « Pattrac- 
tion:terrestre:tendant'sans cesse. à rarnénér Paxe sur Le’ rayon, aurait 
fini par la diminuer. On voit a purs et uñ° caleul Fete SAPIE" RATE 
vecteur dans des limites d’autant | es Hpprochés qué/la différence 
primitive des vitesses de laxé et: du rayon aura éte : plus petite. La 
vitesse angulaire de rotation ‘du ‘grand axeouù de la Tüne variera done 
sans cesse : sa valeur moÿenrie sera la’ vitesse moyénñe angulaire de 
révolution ‘de là Lune, dont’elle a pu différer prinitiÿement: d’une 
quantité atbitraire, mais extrômement ‘petite ; ce qui fait disparaître 
Pmvraisemblance‘infinie d’une égalité rigoureuse’à l’origine. 

D’Alembert appliqua' ses: formules de 14) précéssion: des ’équinéxes, 
à Ja libration derla Lune: Maisice grand géomètre qui avait /$i “bien 
sénti l'influence de la: rapidité du mouvement dé! rotation de la Terre 
sur les mouvemens de nutation ét dé précession de son équateur, ne 
fitpas attention aux ‘chansémens ‘que la lenteur du mouvement ‘de 
rotation de la Lune et sürtout la circonstance ‘de légalité de’cé mou- 
vement à celui de fétoluton: doivent produire Haha: ‘les mouvémens 
de: précession et ‘de nütatiôn ce qui lé conduisit -à ‘des résultats 
inexactsi. 9 | | 

11; Académie des Sciences : ayant proposé pour le sujet du prix de 
Mathématiques qu’elle devait décerner en 1764; la théorie de la libra- 
tion dela Büne ;; Lagrange remporta ceprix. Sa pièce est remarquable 
par/une! : profonde’ analyse ‘et surtout par l'union ‘du prmcipe de Dy- 
namiqué de d’ Alembert avec le prineipe dés vitesses Virtuelles de Jean 
Bernoulh »'ce: qui féduit dé la: Manièré Ja: plus générale et’ Ja plus 
simple,da recherché: dés moôtiveméns dti ‘système dé COTPS, à Pinté- 
-grationdes-équätions: ‘différentielles: alors Pôbjet’ de 14 Mecanique est 
rempli, et PAñal yse doit achever la’solution dés problèmes, C’est ce 
que: Lagrange. a fait Voir en détail° dänis! sa Mécanique analytique. Ce 
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grand géomètre, dans sa pièce, détermine d’abord la libration de la 
Lune en longitude. Il prouve que dans Le ças oùil y aurait-eu à origme 
une trés petite différence entre les mouveméns de:rotation ét: de révo- 
lution de la Lune, l'attraction terrestre :a:sufli pour établit éntre:ces 
mouyemens une 2 ralité rigoureuse. Cette différence ; primitive a fait 
naître yn mouvement d'oscillation du grand'axe dû sphéroïde-lunaire, 
dirigé vers la. Terre, depart et d'autre du-rayon vecteur.de la Eune! 
Lagrange détermine. les, lois de.ce mouvement ainsi que-les pétites 
inégalités du, mouvement de rotatio ; gorrespondantes ! aux inégalités 
du mouvement de révolution. Passat ensuite à:la libration! de! la: Lune 
en latitude, il. donne les équations.différentielles de l’inclinaison de 
l'équateur lunaire et du mouvemént de ses nœuds: Mais ayant négligé 
en les intégrant, comme.onle;peut relativement/à l'équateur terrestre; 
les différences secondes; ce,qui, par €e qui précède, simplifie: considé- 
rablement l’intégration de ces équations; il neput expliquer Je phéno- 
mène singulier; de la coïncidence des nœuds de Lé équatéuret de lorbite 
lunaire, seulement il. trouva ‘que.sette coïncidence existe dans:un 
cas particulier qui fait-entrevoir $a possibilité daris le-eas général. Müis 
les inégalités arbitraires introduites par lintégration-complète dès équa- 
tions aux différences secondes, peuvent seules. expliquer comment, danis 
le cas infiniment vraisemblable d’une, très petite différence initiale entre 
les positions des nœuds de l'orbite et de l'équateur lunaire, l’attraction 
terrestre établit et maintient la coïncidence. de leurs nœuds moyens. 
Lagrange, dans. les. Mémoires de, l’Académie. de Berlin pour: Fan- 
née 1780, reprit la théorie. de la bbration de la Lune, au moyen d’une 
très belle analyse: il explhiqua de la manière la'plus heureuse la coïnci- 
dence des nœuds moyens de l'équateur et de l’orbite lunaire, et-il 
détermina la loi des oscillations du. nœnd vrai de See lunaire, 
autour de son nœnd: moyen. 

Il restait, pour compléter la. théorie, de: la Line, à diéiinée l'in- 
fluence des grandes inégalités séculaires des mouvemens de; la: Lune, 
sur, les phénomènes de sa hbration : c'est, ce que; j'a fait:dans le 
chapitre IT du cinquième Livre; Les inégalités, séeulaires de Son mot- 
yement de révolution. s’élevant à plusieurs.cirfonférenées, devraient à 
la longue, présenter. à la Terre. toutes les, parties de: sa: surface, Mais 
Je dénonire que. l'attraction! de. [la Terre :suk le, isphéroïde  lumaire 
donne au mouyement:/de.ratation, de ge sphévoïle:, les imégalités 
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séculaires de son mouvement de révolution, et rend invisible à jamais, 
l'hémisphère opposé à celui awelle noùs présénté. Jé fais voir encore 
que cette même attraction maintient les mêmes inchinaisons moyennes 
de l’équateur et de l’orbite lunaire sur l’échiptique vraie et la coïncidence 
de leurs nœuds, au milieu des mouvemens séculaires de cette écliptique, 
Ce résultat est lens à celui que Pattraction du Soleil et de la Lune 
sur le sphéroïde terrestre produit, en réduisant au quart environ, -les 
variations séculaires de l'obliquité de l’écliptique et de la longueur de 
l’année. , qui auraient lieu par l'action des planètes, si la Terre était 
sphérique. et. qui deviendraient insensibles si le mouvement des 
équinôxes était aussi rapide que celui des nœuds de l'orbite lunaire. 
En distutant avec un. soin particulier . les inégalités de la Hbration en 
latitude, M. Poisson a reconnu une petite égalité qui dépend de la 
différence en longitude, du nœud et, du: périgée lunaire. Un nouvel 
examen de la théorie de la libration, m’a’fhit voir ensuite que rien de 
sensible n' avait été omis;.en.sorteique cette théorie ne laisse maintenänt 
à désirer qu’une longue suite d’observations au moyen desquelles on 
puisse déterminer avec. précision ,, les; quAntités inconnues, que cetté 
théorie renferme, et; surtout les:rapports des momens d'inertie.des trois 
axes principaux du sphéroïde lunaire. C'est:dans. cette yuei, que: j'avais 
invité les astronomes de Observatoire royal, à vouloir bien entre- 
prendre cette suite d* observations, et à Fa comparer aux formules de 
la théorie. M. Nicollet a exécuté ce travail important en y employant 
174 observations faites par lub et par MM. Bouvard et Arago. L’incli- 
naison de l’équateur lunaire à l'écliptique qu'il trouve en degrés 
sexagésimaux de 1°28/45", et qüi ne diffère que de 15” de celle que 
Mayer avait trouvée, est une donnée précieuse en ce qu’elle détermine 
avec beaucoup d’exactitude, les rapports des momens d'inertie du plus 
grand et du plus petit axe ES sphéroide lunaire. La plus sensible des 
inésalités.de, la Bbration, est l'inégalité de la libration en longitude, 
dépendante du. sinus. de Vas moyenne du, Soleil. M... Nicollet 
trouve en secondes sexagésimales, 4148",7. pour le coefficient de cette 
inégalité qui donne le rapport des momens d'inertie du plus grand 
axe et de l’axe moyen du sphéroïde lunaire. Mais pour que l’on puisse 
compter sur ce rapport; il-fant-ur-nombre. plus- grand -encore -dob- 
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| Remarques sur la théorie de la libration de la, Lune. | 


5. Les formules que j'ai doness dans le ‘chapitre Il da cinquième 
Livre, mé paraissent laisser peu de chose à désirer. Il y a quelques 
fautes d'impression, dont je donnerai l’errata à la fin de ces remarques. 

L'expression de la libration en latitude, renférme une petite inégalité 
qui‘ pouvant devenir sensible dans des Matos exactes , mérite 
d’être considérée. Pour la déterminer , nous transporterons à la Lune, 
les expressions de dp, dg et dr du n° 2; et nous observerons que l’in- 
clinaison de l’équateur lunaire : à l'écliptique, étant très petite, nous 
pouvons négliger son carré et son produit par le carré de linclinaison 
de l'orbite lunaire. Cela posé, . on aura par len° 2, 


31. ge 








ASE (CBI prdt= ‘Sin ut y. sin], 


j. a La = o)omu-0)t8 sin vs sin EUT 





L est ici la Terre, u est sa a vue de là Lünéet rapportée au 
nœud de lorbite lunaire, en sorte que”y.sinu est sa a latitude vue pa- 
reillement de la Lune. Soit 


.8 ‘ sin ® = $; 8 sC0OS® = s'. : 


On aura par le n° 2, SALLE 
Sn 39 1h der 1 dy 
Pifctidii Z den 
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DS ne 
7% sPdt; 


ds. 


r FRE s'pat. Eh 


Les équations différentielles précédetites relatives’ à ‘ag et ddr, devien- 
dront, en y substituant pour p; èt ën négligeant les différentielles 
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San © S'ar »,11C8 ue l'on PEU faire Le 
SU SUP OR IPN OR “A BISs 
Side et TRUE LE NT ED 
3L (C—B) 


75 + D) in(u—@)[s'. sin(u—®@)+s. MATE: er 


LIVRE XIV. 285 
dds _ (4+B—C) + ds m°(C — A) 
CIM B TRES B FS 


= Je D SE sin (U—®)=} 5.c0s G—e)+7. sin u|. 


u—® est, comme on le voit dans le chapitre II du cinquième Livre, 
un très Bee angle, en sorte qu’on peut le supposer nul, et faire son 
cosinus égal à l’unité. 

Sin Esp) contient à fort peu près, par le chapitre II du cin- 
quième Livre, le terme 2e.sin({mt—@), e étant l’excentricité de 
l’orbe lunaire; æ étant la longitude de son périgée; les angles 7x6 
et æ étant RS APEES du nœud'ascéndant de l'orbite lunaire. Le second 
membre de la première des deux équations précédentes contient donc 
le terme 


" 3m. ces B) (> + 8) 2e. “in (me — æ)1sin mnt, 


et par conséquent celui- ct, 


DRE RS PER A 0) € cos æ. 


: 
LA 


On trouvera de la même manière, que le second membre de la deuxième 
des mêmes équations, contient le terme 


3m . Ée J (8-7) 3e. cos (nt) à Sin 7n{ =} 26 . SIN (NÉ 7") COS ME, 
et par ar celui-ci , k | 
3m* Los C Hpe.sne ; 





ces deux équations deviennent ainsi; en ne considérant dans leurs 
seconds membres, que ces termes 
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æ étant rapporté au nœud ascendant de lorbite lunaire. La longitude 
du périgée de la Terre vue de la Lune est la longitude du périgée de la 
Lune vue de la Terre, moins la demi-circonférence de l'orbite lurtre ; 
Si l’on suppose + L, la longitude de ce dernier périgée, rapportée 
à un point fixe, et O ge £ la lgitudé du nœud rapportée au même 
point, On aura 


œ= (i+g') + L—O—l demi-circonférence : 


alors fr = et pr Sie £ 


Ê + étant fort petits par rapport 


à mm. (2 + g'); on aura à fort peu près 


2. (CD) F0 -QD)e 
SET. PRE RU UN ETES A RUE 8 TT O|}, 


| RÉTCRSRX Be 
Se 3m. c SE LS I « COS [(2 + 2')é + L — 0]. 
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ÿ étant par le RIRE IL du cinquièe Livre, égal à 


5m GA Cy . 
_ 3m(A—C)}+24g? 


ou aura par .ce même .chapitre,. pour. les expressions complètes 
s el de s”, 


3m(C — A - 
S = 37 An (CA) Sn (mé + g't— 0) 


(Gr) B) _(æ6)e ! 
+ 5m TER 0 Fe MATE DER O|, 


= pre = Rd y -c0s (nt + g L 0) 


+ 3m. Ce Ê : ET" Dé cos 8)+L — O!. 
M. Nicollet à trouvé par la comparaison de 174 observations de la 
libration de la Lune, enlongitude , et d’un même nombre d'observations 
de la libration en latitude, linclinaison : ‘de l'équateur lunaire à 
l'échptique, en degrés sexagésimaux, égale à 1°28/45"; ce qui ne dif- 
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fère que de 15” du résultat de Mayer; et 1l en a conclu 


C— A 
C 





= 0,00090701 : 


il a trouvé par les mêmes observations, Péquation de la hbration en 
longitude dépendante de l’anomalie du Soleil, égale à 


449,7 . sin (anomalie moyenne du Soleil), 


et il en a conclu 
cé — 0,000563916. 


. B — Re A . A C Ex À ‘ 
Mais cette valeur de A. n’est pas aussi sûre que celle de ee ra 


cause’ de la petitesse de l’équation de la hbration en longitude. Un 
nombre plus grand encore d'observations déterminera plus exactement 
cétte valeur , et alors la théorie physique de la libration de la Lune 
sera complète. 


—— 
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Errata du chapitre IT du Livre PV, Tome IT. 


Page 357, ligne 3 em remontant Ch 
: ét > £a | et 7. changez le signe des termes multipliés 
7 & À ’ 


361, 10 et 19, par sin II. 


365 , lignes 7 et 8 en remontant, changez gt6 en mt—gt—£@ 
Zbid., ligne 4 en remontant, changez sin(/t4 1) dans cos(4+I) 
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CHAPITRE: HI. 


Des anneaux de Saturne. 





Notice historique des travaux des Astronomes et des Géomitres 
sur cet objet. 


Crau observa le premier l’anneau de Saturne. Il le vit. dans 
ses faibles lunettes, sous la forme de deux corps lumineux contigus à 
deux parties opposées de la surface de la planète. Quelquefois, Saturne 
lui parut rond comme les autres planètes. Ces apparences singulières 
furent.ensuite observées par d’autres astronomes. Enfin, Huygens les 
ayant suivies au moyen d’excellens objecüfs qu'il avait construits lui- 
même, en découvrit les lois et la cause. Il fit voir que Saturne est 
environné d’un anneau large et d’une très mince épaisseur, suspendu 
autour de lui à une petite distance, et incliné à son orbite d’un 
douzième environ de la circonférence, ce qui lui donne une forme 
apparente elhptique. Cet anneau disparaît toutes les fois que le Soleil ou 
la Terre traversent son plan ; 1lne nous transmet alors de lumière, que par 
ses bords trop minces pour être aperçus. L'accord de cette théorie avec 
toutes les disparitions et toutes les réapparitions de l’anneau observées 
depuis Huygens, ne laisse aucun doute sur sa réalité. Jacques Cassinx 
reconnut la division de l’anneau en deux anneaux distincts. Short crut 
en apercevoir un plus grand nombre. Mais Herschel, avec ses puissans 
télescopes qui lui ont toujours fait voir les bords éclairés de l'anneau 

lorsqu'il avait disparu pour les autres observateurs, n’y a vu, comme 
Cassini, que deux anneaux situés dans un-même plan, séparés par un 
très petit intervalle, et dont l'extérieur a moins de largeur et une 
lumière moins vive que l’intérieur. Dans le mois de juin de 1700, il 
présenta à la Société royale de Londres, une série d'observations, d’où 
il conclut la durée de la rotation de l’anneau intérieur de Saturne, 


> 
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d'environ dix heures et demie sexagésimales. Il avait présenté à la 
Société royale, en novembre 1789, une suite d’observations qui lui 
donnaient la durée de la rotation de Saturne, presque égale à celle de 
l’anneau, et plus petite seulement de seize secondes sexagésimales. Ces 
deux résultats ont été publiés dans le volume des Transactions Phi- 
losophiques pour l’année 1700, et qui parut en 170. 

Maintenant, par quel mécanisme les anneaux de Saturne se main- 
tiennent-ils suspendus autour de la planète ? S'ils l’étaient par la seule 
force de cohésion, leurs diverses parties se détacheraient à la longue, les 
unes des autres, et finiraient par se précipiter sur Saturne, ou par 
former autant de satellites ; et comme cela n’est point arrivé, il est 
naturel d’en conclure que leur Suspension repose principalement sur 
les loix de Péquilibre des fluides. C’est ainsi que Maupertuis les a consi- 
dérés dans l’explication ingénieuse de ce phénomène, qu’il a donnée 
dans son Discours sur la figure des astres. Il conçoit chaque molécule 
d’un anneau fluide, solhcitée vers le centre de la planète et: vers un 
point intérieur de las figure génératrice de l'anneau : je nomme ainsi 
Ja section de l’anneau par un plan mené perpendiculairement à son 
plan, et passant par le centre de Saturne. En combinant ces deux ten- 
dances de la molécule, avec la force centrifuge due à une rotation de 
l'anneau dans son‘plan, autour du centre de Saturne; il détermine {la 
figure que l’anneau doit prendre pour l’équihibre de toutes ses parties. 
Mais dans la nature, chaque molécule de Panneau ne tend point unique- 
ment vers deux points; elle a un nombre infini de tendances vers les 
autres molécules de l’anneau et vers la planète. Cest en combinant 
toutes ces tendances avec la force centrifuge, qu’il faut déterminer la 
figure d'équilibre de la section génératrice de l’anneau. Tel est le pro- 
blème que je me suis proposé dans un Mémoire inséré dans le volume 
des Mémoires de l’Académie des Sciences de 1787, qui parut au mois 
de février 1789. J’ai prouvé dans ce Mémoire et ensuite dans le troisième 
Livre, qu’un anneau fluide peut se maintenw en équilibre autour de 
Saturne, en vertu de l'attraction mutuelle de ses:molécules combinée 
avec un mouvement de rotation; si la figure génératrice de l'anneau est 
une ellipse aplatie dont le grand axe est dirigé vers le centre de Saturne. 
La durée de la rotation doit être alors la même que celle dela révolution: 
d’un satellite dont la distance au centre de Saturne serait celle du 
centre de à figure génératrice, au même point : j'en avais conclu que: 
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cette durée etait d'environ -& de jour, avant qu’Herschel l’eût. re- 
connue par l'observation. 

J'ai remarqué ensuite que si l'anneau était, parfaitement semblable 
dans toutes. ses païties les centres dela planète et de l'anneau se 
repousseraient mutuellement, pour,-peu, qu'ils;cessassent de coïncider, 
ce: qui. devrait nécessairement arriver pandes-âttractions étrangères. Le 
centre de l'anneau décrirait donc!alors unme.courbe convexe vers le 
centre de Ja planète,'et, l’anneau finirait parsattemdre la-surface de la 
planète à laquelle ilise.réunirait. IL est donc nécessaire pour la stabilité 
de son équilibre que ses, figures. génératrices soiént, dissemblables et 
que son, centré, de gravité ne coïncide point avec son: centre de figure. 
Dans ce cas, l’équilibre de la masse fluide ne sera point sensiblement 
troublé. -s1 les. changemens des ellipses génératrices ne deviennent 
sensibles qu’à des distances réspestr es beaucoup plus grandes que les 
grands axes de ces ellipses. 

Les deux anneaux de Saturne placés à des Robin en de 

, la planète, doivent par! l’action du Soleil; avoir ‘des mouvemens dif- 
férens de précession, qui, si rien ne:sy:opposait, changeraient 
continuellement la position respective: de: leurs ‘plans; ces plans ne 

. coïncideraient donc sensiblement :que pendant de ‘courts intervalles. 
Il est contre toute vraisemblance, de supposer que-les anneaux de 
Saturne ont été découverts dans un de ces intervalles; 1l est donc très 
probable qu'il existe une cause qui maintient ces anneaux à peu près 
dans un même plan, quoique l’action du Soleil tende sans cesse à les 
en écarter. J’ai annoncé comme un résultat de la théorie de la'pesan- 
teur, dans le Volume cité de l’Académie des Sciences, que cette 
cause est l’aplatissement du sphéroïde de Saturne, produit par un mou - 
vement rapide de rotation de cette planète, mouvement qu’'Herschel a 
confirmé depuis par l'observation, L’Analyse fait voir qu’en supposant 
les anneaux peu inclinés au plan de l’équateur de Saturne, cet apla- 
tissement les maintient toujours à peu près dans ce plan dont l’action du 
Soleil tend à les écarter. En même temps que ces anneaux tournent 
autour de leurs centres de gravité, ces centres se meuvent autour du 
centre de la planète. De là naissent dans les positions respectives des 
plans des anneaux, des variations continuelles qui produisent dans la 
manière dont ils sont éclairés par le Soleil vers leurs apparitions et 
- leurs disparitions, et dans celle dont ils se présentent à l’observateur., 
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des différences propres à expliquer les apparences singulières que l’on 
a quelquefois observées. Telle est la disparition d’ane des anses avant 
l’autre qui continue de paraître du même côté de la planète, pendant 
une et même plusieurs périodes de la rotation de Panneau. Tels sont 
encore ces points lumineux qui semblent immiobiles, ‘et qui ont porté 
quelques observateurs à douter de la rotation des anneaux, dont cepen- 
dant la nécessité est démontrée par les lois de la Mécanique. 

Suivant les observations d’Herschél,, la durée de la rotation de 
l'anneau est de 07,438; celle de Saturne est de 0/,427, presque égale 
à la précédente, mais un peu plus petite, comme cela doit être suivant 
l'hypothèse que j'ai proposée sur la formation des planètes, des satel- 
lites et des anneaux. Dans cette hypothèse , les satellites et les anneaux 
de Saturne ont été formés par les zonés que l’atmosphère de la planète 
a successivement abandonnées à mesure qu’elle s’est resserrée en se 
refroidissant. Le mouvement de rotation de Saturne s’est accéléré de 
plus en plus en vertu du principe des ‘aires. La durée de la rotation 
d’une planète doit donc être, d’après cette hypothèse, plus 'petite 
que la duréerde la révolution du corps le plus voisin qui circule autour 
d'elle; ce qui a heu pareïllement pour le Soleil, relativement aux 
planètes qui sont toutes; les produits des zones abandonnées succes- 
sivement par l’atmosphère’solaire. Tout cela confirmé par l’observation , 
augmente la probabilité que beaucoup de phénomènes singuliers du 
système solaire donnent à l’hypothèse dont il s’agit; comme on peut 
le voir dans Exposition du Système du monde. On concoit que dans 
cette hypothèse, l'anneau intérieur de Saturne étant fort voisin de la 
planète; la durée de sa rotation ne doit surpasser que très peu celle de 
la rotation de Saturue. En considérant combien la différence observée 
entre ces durées est petite, il est difficile de ne pas admettre que 
atmosphère de Saturne s’est étendue jusqu’à ses anneaux, et qu'ils 
ont été formés par la condensation de ses couches. 


FIN DU LIVRE XIV. 
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LIVRE XV. 
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DU MOUVEMENT DES PLANÈTES ET DES COMÈTES. 





CHAPITRE [F°. 


Notice. historique des travaux des Géomètres sur cet objet. 


1. Les anciens astronomes et spécialement Hypparque et Ptolémée, 
déterminèrent les mouvemens apparens des astres. Ils essayèrent de les 
représenter par des mouvemens circulaires et uniformes qu’ils jugeaient 
être les plus parfaits, et devoir ainsi appartenir aux corps célestes ; 
n’attribuant, par une bizarrerie de l'esprit humain, aucune imper- 
fection des corps terrestres, à ces mêmes astres dont cependant ils 
subordonnaient l'existence à la Terre. La complication des cercles qu’ils 


avaient imaginés et qu'ils multipliaient à chaque inégalité que l’obser- 
51 q P q 5 q 


vation faisait découvrir, avait frappé de bons esprits et leur avait 
inspiré des doutes sur le système de Ptolémée. Elle engagea Copernic 
à rechercher un moyen plus simple d’expliquer les mouvemens célestes. 
Considérant que plusieurs anciens philosophes avaient fait tourner la 
Terre sur elle-même et autour du Soleil; 1l appliqua cette hypothèse 
aux phénomènes, et il reconnut que le mécanisme de Punivers en 
devenait beaucoup plus simple. Elle affranchissait la sphère des étoiles, 
de l’inconcevable vitesse que sa révolution diurne donnait, dans le 
système de Ptolémée, à ces astres dont on connaissait déjà le grand 
éloignement. Les mouvemens rétrogrades des planètes n'étaient que de 
simples apparences produites par leur mouvement réel, combiné avec 
celui de la Terre; et le mouvement général du ciel, d’où résulte la 
précession des équinoxes, se réduisait à un mouvement fort lent dans 
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204 MÉCANIQUE CÉLESTE , 
l'axe terrestre. Maïs pour expliquer les inégalités des mouvemens réels, 
Copérnié adopta l’anciénine hypothèse HA mouvemens circulaires. et 
uniformes Képlér, apres’ avoir essayé longitémps ‘et inutilement ‘de 
représenter dansicètté hypothèse "les obsérvations de Ticho-Braë Sur la 
planète Mars, réconnut enfin”qu'elle $e méut dans’ une éipse À e dont le 
centre du” Sole occupe un dés foÿers; et que son rayon Vecteur trace 
autour -de”cé point, dés’aires proportionnellés au temps. 1 éténdit. ces 
resultats, à la Terre et aux autres planètes ; et il découvrit < que toutes 
léurs ellipses "sont liées entre elles par ce beau rapport, avoir que 
les cübes!des’ grands laxes sont ES AU aux Carrés des temps 
des révolutions. | 
Quoique Képler donne dans là préface de son Onvraèe Ge Sr 

Martis, des idées justes sur l’attraction réciproque de Ia Luñe et de 
là Trié, et Sur la tendance’ dés eaux della: mer vers la Lune, ef qu'il 
reconnaisse dans ce même Ouvrage, que les 'inépalités elhptiques du 
mouvement des planètes Sont dues à l'action fra Soleil; il attribue 
cependant à une autre cause, la périodicité des monyemens planétaires, 
suppose que le Soleil, /par sa rotation, envoie à chaque’instant, dans 
le‘plan de son Équateur, des espèces immatérielles douées d’une activité 
décroissante en raison des distances, et 4. en s'étendant, conservent 
le mouvement circulaire qu’elles avaient à la surface de cet astre, et 
donnent aux planètes qu’elles entraînent, leur mouvement de rétolubon: 

Fai montré aïlleurs comment la rotation du Soleil a pu imprimer à 
chaque planète, son mouvement initial. Maïs pour le rendre presque 
circulaire , il est nécessaire dé lécombiner avec une tendance de la 
planète vers le Soleil. Borelli a éu le prémier, l’héureuse idée de cette 
combinaison qu'il a étendue aux satellites relativement à leur planète. 
Newlon’, Halley, Wren et Hook, en comparant cette idée aux théo- 
rèmés  d’Huygens sur ln force AQU et aù rapport trouvé par 
Képler entre les carrés dés temps des révolutions des planètes ‘et les 
cubés des grands axes de leurs orbites, t'ouvèrent qu'en supposant ces 
orbites circulaires, les'tendancés des planètes vers le Soleil étaient réci- 
p'oques aux carrés dé leurs distances à cet astre. En effét, la vitesse 
d’une planète étant alors la dirconférence de son orbite, y in parle 
temps de'sa révolution; le carré de tétte vitesse est propor ionnél, au 
carré du rayon de l'orbite divisé par le: carré de ce ann qu, d’ aprés 
la loi, de Képler, est proportionnel à où puissance s du rayon ; le 


À à ie Se Ma 


éarré dé la vitesse. ëst done réciproque, aû rayon, {Par les tltorèmes 
d “Huÿsens,. la: force téntrifugé d’un corps mu. dans un cercle, est, égale 
au carre de sa vitesse divisé par le rayon; elle est donc pour une planète, 
réciproque au Carré de Sa distance, au Soleil: or. célle, force doit. être 
balancée à “chèque instant par la tendance la planète vers le Soleil, 
poûr'çqué. Parbité £é mMaintienné Circulaire; celte tendance est Ho 
réiproque : au carré de la distance, | 

Mais ls planètes né $e meuyént point exactémént dans des orbes 
circulaires. On. pouvait d’ ailleurs doutér qu’une planète transportée sur 
l'orbite d une autre planète, éprouvérait la même téndance qu'elle, 
vers le Soleil. fl était donc nécessaire de démontrer que la, même 
planète, dés, s ses dhyérses distances au Soleil, tend vers lui réCipror 
quement à leurs Carrés, ét. que là tendance vers, cet astre, ne varie 
d’une Planète : à Pautre , qu à raison de la distance. Cette SE rom 
alors trés difficile, fit Yamneméent tentée par les trois géomètres qui, 
éonjointement avec Newton, avaient déduit des pousse d'Huygens ù 
la tendance des planètes vers le Soleil, réciproque au caïré de leur 
distancé : ellé cotimenca la Mécänique céleste. Newton prouva d'abord 
que la 161 des airés décrites par Je raÿon vécteur d’üné planèté , indique 
nécessairement une tendance de la planète vers le centre du Soleil Il 
fit vüir ensuite par une apphcation délicate de sa Méthode des Fluxions, 
que l elhpticité de orbite ésive, une téndance Éécipr oque a carré du 
rayon vecteur. Enfin, il conclut de la loï du carré des temps des TÉvO- 
lutions, proportionnel au cube des stands axés, que la téndañce vers 
le Soleil ñé varie d’ürie planète à Paie qu'à raison de [à distance. 
Lés trois lois de Képler furent Ainsi ramienées au seul piincipe d'une 
tendance des planetés vers le Soleil , réciproque au Carré de leurs 
distétices au. centre: de cet astre. Ce principe ayait déjà été énoncé par 
Bouillaud : son analogie avec l'émission de’ la Tlumiéré, pouvait lé faire 
soupçonner. Il parait être là loi dé toutes les forces qui sont pércepribles 
à des distances sensibles , telles que. le magriétishe ét l'électricité. Mais 
Vhonneur d’une découverte appartient à télul qui, le premier, Pétabht 
solidement. par 10 calcul ou par des observations décisives ; ét C’est 
ce que Newton à fait, Mcontéstablement : à l'évard dé la pesanteur 
universelle. | 

Ce grand géomètre détermina: les ‘conditions de dréétion et de 
quantité de la vitesse initiale, qui font décrire au “mobile, an cercle, 
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une; -elipsezp une parabole :ouiune: hyperbole:; Quelles que! s6iénttées 
conditions, il assigna une section (conique dans kquelle’le mobile put 
et doit :coñséquemment se mouvoims car avec lesñêmes! conditions, 1l 
ne, peut décrire qu'uneseule saprRes in qui répond #@° reproche que 
lui..fit: Jean: Bemôullisi the mayo il por, démontré qqueirles sétions 
coniques sont les seules Gourbes, qu” EPS -peut.déerire en; vertu 
d’une loi d attraction réciproque au carré de la, distance. ewton, re- 
marque qé Pet péut par Sa méthode, ‘dé ététminét la Houvelle section 
conique que leobile! décrirait, si à un instant quéléon jue. ; On Jui, 1m - 
pritaait ‘une nouvelle forcé; "et il én conélut que on 'Pouirait euivre 
athisi 16° touvernent du Obs dérangé continuellement par des actions 


étrdngèrés! Pagrañge èn) déduit dans des Mémoires de PAdidémie de 


Berlin pour l’année’ 1766, Jes'variations différentielles. des GE mens. du 


Houÿementielliptique; tunis Newton n! ayant point ft Cette application 
délicate, _-ün :doit, considérerosa; remarque ;:100mmie; unél.desbchoses! de 
son admirable (Ouvrage x gui ont. été le germe. des belles , Aéqi ef de ses 
duccesseurs. | aux socak lb byisèdi 
Newton a étendu sa méthode, au cas gl Shin point. solicité 
pat'une force céritrale’ RS stivant üuné fonction: quelconque de 
la distañice’ H'Üonne l'expression du carré dé là lvitèsée di pont, etil en 
conélut , at”moyéndes quadratures déstcourbes, I°natüre dé'la courbe 
décrite et Æ témps employé par le mobile à REtEUE sés diverses. parties. El 
parvient ce résultat singulier, Savoir qu'un point qui décrit une courbe 
en verta-d’une forcé centrale; pourra ‘décrire’ de Ja!mnéme manière, 
cette courbé supposée mobile;si l’on’ augmenté 1: forée centrales à uñe 
quantité rétipräque aù cab da rayon vecteur. Alors, Tes Vpn afi= 
gulares:dupoint'et-de la Courbe! sont ‘en ‘raison cobstante. Newton 
déduit lé !ce'thécrème ; tm précédé fort 1 ingénieux Pour avoir) Te mou 
vemenñt désapsides ; At une” orbite presque “Circulaire” ‘décrite en 
verturd'an force centrale: ‘éxprimée, par une fiction” qduélébiique de. 
kxdistaréen" Ce: procédé réduit én'formule, ÿénéralé," ‘donne Vdñe fe 
décriD pur 1€ #obilé en” ‘allint ii nr ApiAe" Eu SU égal à UT 
le:numérateur est da pois Le PeMérmint dell force She Dar, 
leccarrérdimrayem vectéur;net dontilebdénôminateurestile HÉCLAE 
dé! la différentielle durayon: vecteur) dansihdifférentiation dé prodtit 
dé l’expressionsderla forcercentrale par!le-vube dé ce rayoniecettélfrat., 
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ion-étant- rapportée après lesrdifférentiations;sàla es distance 
du mobile, à atl’originé de da forcé: centralise on scie: egorhhs 

Newton. applique, sori procédé; awocassot da forces onsbalé étant ré- 
ciproque: au, carré) dela distance; une ‘ctiom nétrangère: l dimiriie 
d’une, té proportionnelle au rayon vécteur1Emshpposant 'cétte 


DR 367 side la force” centrale dans les moyennes distances, ce qui 


a lieu à à dort peu. Près. relativement à à l’action du Soleïl sur, la, Lune, 
décomposée, suivant le rayon, vecteur lunaire; il trouve. le.-mouyement 
de D aPOGÉE plus, petit, de moitié que celui Fe l'apogée dela Lune. 
C’est ce qu’! une première. Approximation | donna ensuite.-aux géomètres 
qui ‘apphquérent, les premiers, l’analyse à; Ja. théorie de la Lune, Mais 
il est ‘remarquable que Newton, dans la, proposition, IV du troisième 


“115%2F 


Livre. les “Principes, cherchant à à corriger la tendance..de 8 Lune.vers 
la Terre! de 'eflet deFaction solaire;suppose ceteflet égalà == de la pe- 


santeur de cè satéllité, c’est-à-dire, tel qu'il résulte du shine nos 
observé de l'apogée ere 


Newton transporta facilement ses résultals, au mouvement de deux 
points matériels À et B qui s’attirent en. raison de, leurs. masses et 
suiyant une fonction quelconque, de leur, distance mutuelle. Il ;ayait 
établi que. le mouyement: du centre, de grayité d’un système;de corps 
ne recoit aucun changement,par leur action Féciproque; en imprimant 
donc à, ces points une.vilesse égale. .et. contraire, à la, vitesse initiale 
de dJeur, centre. commun, de. gravité, ce. :qui,.ne, change. point-leur 
mouyement relatif; ce centre. devient, immobile. Le point A;jestrat- 
tiré vers lui, par. PSS du. point, B.. En; substituant lainsiidans 
l'expression. de l'attraction de cerdernier point, au lieu de.la distance 
mutuelle des deux -points, le, rayon. vecteur. mené-ducentre, de >gra- 
vité, au point A ,.et multiplié par Je, rapport.ide da,somme; des masses 
À et B.à à, lan masse. B;:le mouvement de A, autour du. centre;de:8ra= 
vité, [Sera ramené # Cas dun, point attiré suivant, une vs du 
rayon. vecteur... Vers Un. centre, de forces. immobile. nnsninrootis-inoi 

x«Parlanature-duicentré de-gravité; les! FAR 14 et:Brsontitou: 
jours avec lür,:sur:une même-droite;ét leursidistances àce centre:sont: 
euraison-constañte:sôit entre -ellesy:soit, avecrleur distance-mütuelle.. 
DeAlà;il-suit, que:-ces points: décrivent «dans de «mêmetemps ; ides. 
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coùthes semblablés 4 autour de léur centre de gravité" et Punñ autour dé 
l’autre suppose immobile! Lé‘éis® de deux “points” matériels ést celti 
de deux'sphères dont’lés molécules! sattivent en raison dés masses et 
réciproquement a carré" des” distincés; Newton aÿant démontré qu'a- 
lors ces corpsis'attirent, Comme” si “létirs “nrasses/ étaient réunies” à 
leurs 'céntres° réspectifs. Cette propriété ‘très remarquable dela loi 
de ‘la ‘natare ’eontébue "a" là ”simphoité”-des mouvémens ” célestes ; 
parce que le'Soléil, les planètés et°les satellites étant à tres : peu ae 
sphériques ; leurs mouvemens ne Sont que trés peu | trouplés Hs leurs 
figures!" | | | 
“Lesystème de tous ces ”"ébrps est constithé 0 manière quel la masse 
dif Soleil surpasse € considérablement celles des planètes; en sorté que 
l’onpeut, dans une premiere approximation , "négliger, avec Newton, 
leur action les‘ unes'Sur les'autres et Sur lé Soléil. Alors elles obéissent 
exactement aux" lois” dé! Képler. “Ee* système d’üne planète et de ses 
satellites est ‘pareïllement constitué ‘de’ manière que la masse de: la 
planièté surpasse considér ablement celles’ de ses Satellités. En négligeant 
donc dans une prémière approximation, leur action les uns sur les 
autres ét’sur la-planète; ils décriraiént autour d'elle; des orbes rigou- 
reusement elliptiques, sans la force perturbatrice'dw STE Hétreuse- 
mént, lv distance de Ta’planèté air” Soléil étant considérablement plus 
oran de que celledes satellités à la planète, éétte force est'tres petite. SI cette 
distance était infinie, le Soleil agissant également sur la planète ét sur 
ses satellites; me troubérait point leur mouvement relatifs li différénce 
de sesactions sur’ ces différens corps; est'doné’ très affaiblié par sa 
grande distarice à larplanète ,'et ellé‘altère peu ce mouvement: Néwton 
établit que le céntre‘de gravité du AR dela planète et de ses ‘sa- 
tellites décrit-à"'très peu près ‘un'orbe ‘élliptiqué autour‘ “du Sbleil, 
et'il fait voirque It-pesanteur'du'satéllité vers 14” planète, n’est que 
très peu changée par action: solaire? elle n’ést! diminuée” ‘que ‘dun 
360%° au -plus pour Ia Eune En néghigeant donc'cette action et l’action 
mutuelle des satellites, chacan’ d'eûx ne as censé décrire un ôrbe 
elliptique autour:de'sa létiète! SEEN cas RRRAERNT 
Néwton .conclut® defce: résultat, les rapports ‘dés’ masses dés” pla- 
nètes accompagnées del:satellites, à lacmasse du Soleil.” Si Por aug- 
mente la distance-movyenne:du shtetté avsa planète; "én'sorté qu’elle 
soit égalerà 14 moyenne distance dela plañète att!Sôléil; le carré du 
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temps dela révolution de.ce satellite re de;sa. planète: sera ; par la 
loi de, Képlers augmenté dans;le rapport:du,cube;;de ‘la sédailéi de 
ces distances au cube de la première. Maïs al résulte, des théorèmes de 
Huygens. sur: ka. force centrifuge, que. les. .masses..de, la; planète-et du 
Soleil sont réciproques aux carrés ;des temps des: révolutions.des corps 
qui circulent autour. de chacun d'eux à. Ja, même distance:-De.-là,;1l 
est facile de. sonclure. que le:rapport: de.'la: masse, de.la planète. à celle 
au. Soleil, est, égal à à une fraction. dont le; numérateur est. le produit 
du dube de la moyenne distance du, satellite à, sa. planète, |par:leicarré 
du temps de la révolution de la planète, et dont le dénominateur 
est le produit. du. cube dela moyenne distance. de la: planète au-Soleïl 
par Te. carré, du +emps de la évolution du: satellite.  Neyyton,détex- 
Mina decette manière, les. rapports des masses de Jupiter; de Saturne 
et de la Terre à à la, masse du Soleil, La masse étant.égale à la: densité 
multipliée par. le volume, les densités de.cesçquatre.corps.sont.commne 
leurs, masses divisées par les. cubes, de leurs. diamètres, .apparensi vus 
de la même distance , e&_ les pesanteurs à leurs surfaces. sont. comme 
leurs masses divisées par les carrés .de..ces. diamètres. Newton. a eon- 
elu ainsi ces densités:et ces pesanteurs.respectives,.des:mesures astro- 
nomiques, de ces diamètres, 

L'une des plus heureuses, applications du principe de la: pesanteur 
universelles, est, celle que Newton:.en..fit ‘aux comètes. Ces. astres, se 
monirent:dans toutes les régions, du ciel :. ils se meuvent dans tous 
les sensiet d’une, manièretrès compliquée, et: finissent après quelque 
temps, par: disparaître, On:avait,-essayé. vainement avant Newton , 
de, déterminer la, loi de leurs «mouvemens. Ce:grand géomètre, consi- 
déra que. les .comètes devaient.:être. soumises, comme:les planètes let 
les-satelbies , à l'attraction: du Soleil;:et qu'elles -décrivaient-par consé- 
quent. autour,de: lui; des orbes elliptiques, -avec:!la: différence que 
n'étant. visibles pour, nous, que. dans, la. partie ‘de: leursorbes, da plus 
voisine-du Soleil; ces.orbes;, au lieu d’être; presque:tinculairés;, étaient 
fort. alongés. et:pouvaient même, être-des paraboles,oti.des hyperboles. 
Pour vérifier ce heau résultat, il fallait le; comparer: aux observations : 
mais, celte Comparaison PASS des difficultés:-.A:!larvénté, de: grand 
alongement: des ellipses décrites. par les:comètes permet: dé moins 
dans. une,-première, approximation! :de :considérer:la-partie visible de 
ces ellipses, commeun. arc, de parabole; ce:qui simplifie lé problème: 
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il reste cependant encore très difficile. Newton le résolut par une 
méthode dans laquelle le génie inventeur ne brille pas moins que dans 


les autres parties de l'ouvrage des Principes. Ce grand géomètre appli- 


qua sa méthode à la fameuse comète de 1680, qui parut pendant un 
intervalle de temps considérable, et qui reparaissant après avoir été perdue 
dans les rayons du Soleil , fut regardée par divers astronomes comme for- 
mant deux comètes distinctes. Newton fit voir qu’elles étaient identiques, 
et il représenta toutes les bonnes observations de la comète, avec une 
précision qui ne laissait aucun doute sur la vérité de sa théorie du 
mouvement de ces astres. Dans la troisième édition de son ouvrage, 
Newton n’ajouta rien à sa méthode. Seulement, il en présenta de 
nouvelles applications faites principalement par Halley qui soumit à 
cette théorie, les observations de vingt-quatre comètes parmi lesquelles 
il reconnut l’identité des comètes de 1531, 1607 et 1682. Il en con- 
clut que cet astre décrit un orbe elliptique dans une période d’environ 
75 ans, et qu'il devait reparaître à la fin de 1758 ou au commence- 
ment de 159; ce que l’observation a confirmé. La même théorie a 
représenté exactement les observations de toutes les comètes qui ont 
paru depuis Newton; en sorte que chaque apparition de ces astres a 
fourni une nouvelle preuve de cette admirable théorie et du phèe 
de la pesanteur universelle qui en est la base. 

Plusieurs grands géomètres se sont occupés depuis Newton, du pro- 
blème de la détermination des orbites des: comètes par les ‘observa- 
tions. Ils sont parvenus sur cet objet, à des résultats intéressans parmi 
lesquels on doit distinguer l’expression élégante et simple que Lam- 
bert a donnée, du temps employé à décrire un arc parabolique, en 
fonction de cet arc et de la somme: des rayons vecteurs extrêmes ; 
expression qu'il a étendue aux arcs pari et qui est démontrée 
dans le n° 27 du second Livre. 

Les diverses solutions de ce problème énphosisisni à la rhnbie 
des premières valeurs des élémens, trois observations assez rapprochées 
pour qne l’on pût se permettre de négliger la troisième puissance de 
l'intervalle de temps qui sépare les deux observations extrêmes. Il me 
parut qu’au lieu de faire porter l’approximation sur les valeurs analy- 
tiques, il serait à la fois plus exact et plus simple d'employer une analyse 
rigoureuse, et de ne faire porter l’approximation que sur les données des 
observations. C'est ce que j'ai fait par la méthode exposée dans les 


LIVRE XV. 3ot 


n°3 rret: suivans du second Livre-lies données-dont je me-sers, sont-la 
longitude «et la latitude ‘de’ la-comète -à Pépoquerde lobservation 
moyenne; set leursidifférences-premières -et:-secondes , divisées: par: les 
puissances correspondantes de lélément du-tempst/Au moyentde ces 
données, je détermine:rigoureusement:par!laseuleconsidération -des 


équations’ différentielles du: mouvement-de l’astreÿ sa distance-péri- 


hélieset l'instant de son: passagerpar-le périhélie> Géttesméthode-a 
l'avantage de pouvoir employer-pour déterminer lesdonnées, toutes les 
observations faites dans l'intervalle des observations extrémess:çar si 
cet'intérvallesest peu:considérable;! on peut! étendre #sans: erreursen= 
sibles‘lestniêèmes donnéesrà ces observations; et formeransi-pourvles 
obtenirdeux fois‘autant d’équations:-de: condition: qu'il:yr-a d’obser- 
vations Je corrige-ensuite par:trois:observationszéloignées entre elles; 
la:distancefpérihélie: et l'instant: du passage-diréctement:et sans-avoir 
besoin de connaître-les autres:élémenñs de:Porbite:-Persuadé:que l’ana- 
lysè:; lorsqu’elle:est-convenablement ‘appliquée ‘peut toujours fournir 
aux-astronomesrles. méthodes-les-plus:facilestet lesrplus abrégées pour 
les calculsnumériques; je mé suis ‘étudiélàa leurienroffrir un,exemple. 
dans cé problème, l’un:des -plus difficiles ide toute-lAstronomie. Les 
nombreuses applications cs ont été faites de-cette méthode, prouvent 
son utihté. | 1:19) £ 

Newton: n’æ point cuite lès Méedielentién que l’actionsdes planètes 
sur le-Soleil. etsur elles-mêmes produit dans leur mouvement ellip- 
tique:Seulement; 1 faitwoir-qu'en ‘considérant le: mouvement autour 
dusSoleil;:desdeux planètes quits’attirent réciproquément au carré de 
la distance ;set:quissont ‘attirées suivantéla même loi; Je mouvement 
elliptique -detlaiplanète’ inférieureret la: proportionnalité des: aires ‘que 


soh-rayon vecteur décrit-attour! du: Soleil'serontimôins troublés; sicet: 
astre obéit à l'attraction des planètes, quésl'estiimimobile Il vices 


encore que l’action de Jupiterusur/Saturne-dans-harconjonction’ de.ées 


planètes, étant-à: l’actiomdu:Soleil sur Saturne dans”’le rapport de: 


l’'unitétà2rr ,-ellene: doitrpointrêtre négligée-1c Dé là vient ,ditsil, 
»-ique l’orbe de Saturnesest-dérangés$i sensiblement danschaque’con- 
» Jonction avec Jupiterÿque-les astronomes-s’enapercoivent;:»'cepen- 
dant; la‘théoriesanalytique-des mouvemens de-ces:deux planètes: qui 
représente exactement toutes”les: observations ; mous: montrerque le 
dérangementde Saturne:dans sa:conjonctiontayeeJwpiter, est:presque 
Méca. cér. T'ome F. Rat 
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insensible. Le dérangement correspondant de Jupiter est environ six 
fois plus grimd, quoiqué l’action: de Saturne sûr Jupiter, me: soit à la 
pesantéur'de Jupiter sur:le Soleil; que dans le rapport:dé Punité à 500: 
Gette remarque déjà faite «par Euler, fait voir qu'il ne faut adopter 
qu'avec une éxtrêmé réserve, les aperçus les:plus rade tant 
qu'ils ne sont point vérifiés par ‘des preuves décisives. 

Depuis la publication de l'ouvrage des Principes; jusqu'aux premiers 
travaux d’'Euler sur les perturbations des planètes, les :géomètres n’ont 
rien. ajouté: de remarquable aux grandes découvertes consignées dans 
cet Ouvrage. Hs:ont traduit en analyse ;les démonstrations de:Newton 
qui; probablement ; était parvemw par cette méthode ,:à ses résultats que 
sa grañde prédilection pour la synthèse! laï a-frit: démontrer synthéti- 
quement. Gependant lesapplications de l'analyse aux découvertes Newto- 
miennes; ont préparé celles qu'Euler et'ses contemporains ‘en ont faites 
à lx théorie des perturbations des mouvemens célestes. Les’ recherches 
sar’ ke Calcuk intégral et sur la Mécanique ; dont les géomètres s'étaient 
fort: occupés dans lintervalle dont je viens de parler, ont surtout con- 
tribué aux progrès: de: cette théorie qui leur offrait les applications les 
plus importañtés de lanalyse infinitésimale, sans laquelle il eût été 
impossible de résondre-les questions difficiles du système dumonde. 


Cest principalement dans la considération des équations différentielles 


et dans leur intégration; que-réside: là puissance de cette analyse. 
Newton: ne. paraît pas s'être occupé:de leur caléal'stfécond ‘en résul- 
tats;-surtout depuis son extension aux équations: à différences pastels 
Cest à Leibnitz et aux Bernoulk qu'il'doit-ses premiers "progrès: Ges 
illustres géomÉtres n’adoptèrent point: Ja -découverte: de la: gravitation 
universélle; à sà naissance ; mais! Icurs recherches ‘perfectionniées: et 
apphquéés par leurs disciples ; ä: cetté déconvette, Font élevéeraw 1 
haut poitit de perfection et de certitude. À | 

- Sr l'on conçoit un Système de corps sphériques"dént-toutes:lesino- 
Med s’attirént p'oportionnellemenit à letirs masses / et réciproquément 
ait catré de la distihce ; ôn péut rapporter chacutde ces corps; à trüis 
axes fixes perpendiculaires eñtre eux; ét décomposer parallèlement à 
ces axes, les attractions qu'il éprouve: de H-part'des autres corps, En 
égalant énsuite les différences secondes des coordonnées, divisées par le 
carré de Félément du temps, supposé éonstant Jhcesattractions ainsi 
décomposées; dn aüra les trois équations différentielles divsecond'ordre, 
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qui déterminent Je mouvement du corps. «Chaque «orps!.du système 
fournit -trois équations semblables, «en sorte :que:le mombre de cés 
équations-est triple.de celui.des corps: Leurs'intégrales complètes ren- 
ferment donc six: fois ‘autant d’arbitraires , qu'il: a-de Corps. Ces 
constantes sont déterminées par {les «coordonnées initiales de chaque 
corps, et par ses iwvitesses initiales suivant ces coordonnées. 

On a presque toujours besoin de rapporter :les corps du système, à 
un -conps principal. I suffit pour cela ; de retrancher !les «équations 
différentielles -de: son mouvement suivant ;chaque :coordonnée, des 
équations chfférentielles correspondantes du :mouvement des autres 
corps:dont-on aura «ainsi les: équations différentielles relatives à leurs 
mouvemens: autour du :corps: principal. 

On n’a pu obtenir jusqu’iei , .que-sept antégrales .des équations diffé- 
rentielles du mouvement du-système. iLes trois premières sont finies 
et me sont--qu'une traduction ;du-:beau :théorème.de Newton, sur ile 
mouvement.du centre de:gravité d’un:système de conps:quin’éprouvent 
point d'actions étrangères, :Les ;quatze autres intégrales données parles 
principesidessaires et des forces vives , sont diflérentielles du :premier 
ordre: elles sont ame, généralisation de la doi des aires proportionnelles 
aux temps , et de l'expression .du cavré,.de Ja vitesse, que Newton. a 
trouvées dans le mouvement-du-système de deux corps. Le problème 
de ‘ee-mouvement est -ainsi ramené à l'intégration .d’équations .diffé- 
rentielles du -premier,ordre ;:qu'al ,est facile ensuite .d’intégrer parles 
quadratures: Cestice que Newton a développé avec:une.grande élégance, 
sous une forme,synthétique. Mais, dans le,cas d’un plus grand nombre 
de corps; le: problème.présente d’extrêmes difficultés. Heureusement da 
constitution dussystème solaire apporte.des simplifications-considérables 
qui-permettent de résoudre;ce problème par .des approximations æon- 
vergentes. 

Les planètes,;.comme nous l'avons déjà dit, se meuvent autour:du 
Soleïl,-dans:des orbes peu-excentriques et pen.inclinés à lécliptique. 
De plus, leurs masses, sont fort petites relativement, à da masse de cet 
astre. En nmégligeant..donc deur.action., sur de:Soleilet sur.elles-mêmes, 
on a par une. première approximation, le mouvement.elliptique dont 
Newton-a.développé;les:lois.:Si.l’on.considère ensuite cette action ;-en 
néghgeant Jes carrés et les produits .des masses planétaires; on a une 
seconde-approximation qui peut-être ordonnée suivant les puissances 
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et les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. En con- 
sidérant de la même manière, les. carrés et les produits des masses des 
planètes; on obtient une troisièmetapproximation, et ainsi de’suite. Le 
mouvement. des satellites autour. de leur: planète, ‘offre: des simplifi- 
cations semblables:, L'action perturbatrice du Soleil’ est toujours peu 
considérable par rapport à l’action:directe detla planète sur:ces corps, 
quoique l’action: duSoleil sur eux soit fort grande. Maïs’ leur distance 
à la planète étant très petite relativement à la distance della planète au 
Soleil, cet astre attire à peu près de la même manière; la planète et ses 
satellites; en sorte: que la: force perturbatrice de leurs mouvemens rela- 
üfs, qui n’est que la différence de ces diverses attractions du Soleil, 
est fort petite par rapport à l'attraction de la planète sur ses satellites. 
Malgré toutes ces simplifications, les divers problèmes de la théorie des 
perturbations des planètes et.des satellites, présentent de grandes diffi- 
cultés dont la solution exige des considérations délicates etminutieuses, 
soit pour choisir les coordonnées qui doivent donner dans les divers 
cas, les approximations les plus convergentes ; soit pour#déméler dans 
le nombre infini des inégalités, celles: qui, quoique très petites dans 
les équations différentielles, acquièrent par les intégrations ; de grandes 
valeurs, et donnent ainsi la cause ‘et les lois des singularités PREREES 
par les astronomes, dans les mouvemens célestes. | 

C’est à la première pièce d’Euler, sur les mouvemens de Jupiter et de 
Saturne; qu'il faut rapporter les premières recherches ‘sur les perturba- 
tions des mouvemens planétaires. Cette pièce couronnée par l’Acadé- 
mie des Sciences en 1748, fut remise au secrétariat de cette Académie, 
le 27 juillet 1747, quelques mois avant que Clairaut et d’Alembert 
communiquassent à l’Académie les recherches analogues qu'ils avaient 
faites sur le problème des trois corps, qu’ils nommèrent aïnsi-parce 
qu'ils ,ayaient. appliqué. leurs solutions au:mouvement de Lune 
attirée par le Soleil et par. la Terre.:Mais les: différences-de leurs mé- 
thodes à celles d’Euler, prouvent qu’ils n'avaient rien: emprunté: de sa 
pièce. Elle fut imprimée en1749;année.où parut l'ouvrage de d’Alembert 
sur la .précession: des-équinoxes, et qui pes là; éstremarquable ‘dans 
l’histoire dela Mécanique céleste. oc | 

Euler, ainsi que les:géomètres qui se:sont:occupés les premiers de la 
théorie des:-perturbations;: a-choisi pourcoordonnées ; celles que les 
astronomes employaient alors dansles Fables astronomiqnes; savoir la 
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longitude de la planète comptée d’une droite invariable prise sur un 
plan fixe, son rayon vecteur, l’inclinaison de l’orbite au même plan, et la 
longitude-de son nœud ascendant. Mayer a le premier introduit directe- 
ment dans les Tables, la latitude, au lieu dé ces deux dernières coor- 
données; ce qui est plus commode pour lé calcul des perturbations, et 
pour les calculs astronomiques. Euler donne entreles quatré coordonnées 
dont il fait usage et le temps dont:il suppose l’élément constant, quatre 
équations différentielles : les deux premières relatives à la longitude dela 
planète et à son rayon vecteur projeté sur le plan fixe , sont différentielles 
du second ordre. Les deux autres équations sont relatives à l’inclinaison 
de l'orbite et à la longitude de son nœud : elles sont différentielles du 
premier ordre. Euler ne donne point dans sa pièce, analyse qui la 
conduit à ces équations. La commission nommée par l’Académie pour 
juger cette pièce, et dont Claïraut et d’Alembert étaient membres, per- 
suadée que la formation d’équations différentielles propres aux approxi- 
mations et aux usages astronomiques; était l’un des points les plus 
intéressans de la théorie des perturbations, témoigna ses regrets de. ce 
que l’auteur se fût contenté de présenter ces équations sans les démontrer. 
L'analyse par laquelle il y est parvenu, est exposée dans deux de ses Mé- 
moires dont le premier parut en 1749, dans les Mémoires de l’Académie 
de Berlin pour la même année : le second parut en 1950 dans le volume 
des Mémoires de l'Académie de Pétersbourg, pour les années 1747 et 
1748. On:y voit que le procédé d’Euler, consiste à transformer les équa- 
ons différentielles du second ordre, relatives aux coordonnées paral- 
lèles à trois axes fixes perpendiculaires entre eux , en quatre autres qui 
se rapportent aux:coordonnées précédentes ; et à combiner ces équa- 
tions différentielles ainsi transformées, de manière à obtenir les équa- 
tions différentielles qu'il a présentées dans sa pièce. Le premier des deux 
Mémoires cités, est surtoutremarquable en ce que ce grand'géomètre y 
parvient aux équations différentielles du premier ordre, de l’inclinaison 
et de la longitude du nœud ; en faisant varier les constantes’arbitraires 
quiexpriment ces-deux :élémens dans lorbite invariable : c’est le pre- 
mier-essai de la méthode dela variation des constantes arbitraires. 

Euler considère d’abord les perturbations indépendantes des excen- 
tricités et des intlinaisons: Pour cela; il développe ‘les forces:perturba- 
trices, en sinus-et-cosinus:d’angles ccroissans comme lé temps. Mais ce 
développement:sans lequel!la formation des Tables astronomiques des 


HS TETVS CES" 


= TTTEMES IE 


mr 
| (NM 
& 4 
ht 
[l 
1 | 
: 
|: #0 
1 
ju à 
L 
n 











Sas | 
ee 


en — - LPS SI 
E y LE 


=  — Er NS. REV : RS TT Ge ee 2 met 22 HE 7 = Et Le : + À . — . = 
— "2: ri = Ra A = +, s > RIRE RER EE A : : = | 
= = == =; E = C == = <é mie rt d s = z z RE —_— * 
. —— - — - = —— —— 
< FasPe Dis rer des EVENE EN r. Es mes pm ne pi + < a RCT 2 
HE = — —————— - - ———————————— —— - —————— - 
EE : + ———— EE RE DE 
= _ ? er - …— f: nu .— DS a 208 À dé Cécilia 5 RES a : N Fe. 7 ns à BALE 7e "ARRETE =, 2 = - Ze 
= Z È — - — ——-- —— —,; — — _— = == = == : er, ae ä = à + 
——— = _ — - - - = _ = ———— - - - = ——— — —— - —— ——— L 
: L: = — < ï AD Pos 











306 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
planètes devenait impossible, présentait une difficulté que ce grand 
géomètre a ttrès heureusement surmontée. Elle consiste à développer les 
puissances du radical qui ‘exprime a distanee mutuelle des deux pla- 
nètes dans me série d’angles multiples de leur élongation. Euler-donne 
des expressions élégantes des divers termes ‘de ce développement ,et de 
plus, une relation très simple ‘entre ‘trois ‘termes consécutifs , au moyen 
de Haquelle on peut facilement conclure des deux premiers termes ,'tous 
les suivans. Al fait la remarque importante, que cette série, quoique 
peu convergente pour Jupiter et Saturne, le devient beaucoup par les 
diviseurs que’ses divers ‘termes acquièrent en vertu des intégrations. 
Euler ‘ne ‘considère dans :sa pièce, que les perturbations du mouve- 
ment .de Saturne:par laction de Jupiter. 4 suppose &’abord les deux 
orbites , dans un même plan, et il détermine les perturbations du rayon 
vecteur et ‘de la longitude, ‘en faisant abstraction ‘des -excentricités des 
orbites. Les résultats auxquels il parvient sont peu différens de ceux-que 
j'ai donnés dans leisixièmeLivre. 1 considère ensuite ‘les ‘imégalités idé- 


“pendantes ‘des ‘excentricités -des orbites. ci, de-graves erreurs de:caleul 


qui ne ‘tiennenit ‘point à sa méthode ‘rendent-ses résultats inéxacts. Les 
deux seules'imégalités de ce genre, qu'Euler détermine et qui sorit:en effet, 
les plus grandes decet ordre , ‘ont pour argument ;ila ‘première , l’élonga- 
tion de Saturne à Jupiter , moins l’anomalie de Saturne; la ‘seconde ; le 
double de cette élongation , moins l’anomalie de Jupiter. I trouve à 
cette dernière inégalité , un Signe contraire à son véritable:sione. Ta com- 
päraïson des observations avec ‘sa formule de a longitude de Saturne, 
lui ‘fit vor qu’elles sen iécartent 1considérablement, mais! qu’elles 
s’en rapprochent ‘beaucoup , ‘$i l’on change le signe decette imégalité. 
Soupconnant alors qu'il ‘s'était trompé -dans son calcul, 41 le-revit, 
mais ‘sans en ‘reconnaître l'erreur ; et ïl-en ‘conclut ‘quela loi newto- 
niénne de l'attraction réciproque au varré des distances, devait êtremo-. 
difiée. Dans le même temps, Clawaut tira la même conclusion; «en. 
appliquant l'analyse différentielle ‘au mouvement de l'apogée lunaire. 
Mais cet illustre géomètre ayant porté‘plas lom:les approximations, 
reconnut bientôt que la loi newtonienne donnelevéritable mouvement 
de cet apogée. Dès lors tous les géomètres’et ‘Euler lui-même admirent 
cétte loi sans aucune restriction, quoique ‘plusieurs ‘phénomènes astro- 
nomiques , tels que les grandes ‘irrégularités de Jupiter-et de'Saturne, 


et l’accélération du moyen mouvement dela Lune, leur parussent inex- 
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plicables en. vertu. de:cette:loi : plutôt. que: de la modifier, ils Rréfényent 
de recourir à: des.causes étrangères. 

Euler détermine le mouvement de Vaphéke do Saturne; mais sa for- 
mule estinexacte. En considérant les inégalités dépendantes de Pexcen- 
tricité de. orbite de: Jupiter , l'intégration des équations différentielles 
lui donna une inégalité.ex longitude, dont lé coeflicient croît propor- 
tionnellement.an temps, et. dont l'argument. est la distance de Saturne 
à l’aphéhe. de Jupiter. L'apparition. de cet arc de cercle: Pembarrassa; 
mais dans un supplément. à sa pièce, 1l reconnut que cette inégalité 
atteignant.son »axunun, dans le même temps. à peu: près, que l’équas 
tion. du centre de Saturne; elle pouvait être représentée par une dimi- 
nution. séculaire de l’excentricité de l'orbite de cette planète: On verra 
bientôt. par quel moyen. ce grand analyste a fait disparaître cet arc: : 

Enfin. ,. Euler détermine les variations du nœud:et de l’inclinaison de 
l'orbite de Saturne, sur Porbite de Jupiter supposée fixe. IL fait voir que 
l’inclinaison moyenne reste constante; mais que le nœud rétrograde sans 
cesse ; et il donne l'expression exacte de ce mouvement rétrograde. En 
transportant ses formules au mouvement de l'orbite terrestre. produit 
par Faction de Jupiter,il en conclut la variation eorrespondante de la 
latitude dés étoiles ; etil en forme une Table dont l'argument est la lon- 
aitude de Vétoile. Ce grand géomètre n'ayant point eu égard. à: l'ac- 
tion.de, Vénus, dont l'influence sur :ce phénomène est plus grande que 
celle de Jupiter, sa table est mcomplète ; mais elle est la premièré de 
ce genre. 

-:Gette pièce d'Euler étant le Promis pas que Pon a fait dans la théorie 
dés perturbations planétaires, j'ai cru devoir en donner une analyse 
étendue. L'auteur y a tracé, la route la plus directe et la plus simple 
pourarriveraux;.divers résultats de cette théorie. [La surmonté par son 
génie et: par son: profond savoir en analyse, des obstacles qui dès les pre- 
miers pas, auraient arrêté la plupart des géomètres. Enfin , 1l-a: donné 
les-formules des inégalités périodiques et séculaires du monvement des 
planètes, dont plusieurs sont fautives; maïs qu’il serait facile de recüfier 
en suivant ses-méthôdes analytiques. 7. 

1 Académie, en-éouroñhant:la pièce dont je viens de parler , et vou- 
lant donner à a théorie dont elle est l’objet ; une plus grande perfec- 
tion; proposa cette théorie: pour le sujet du prix de Mathématiques 
qu’elle devait décerner en 1750. Aucune pièce digne du prix.ne hu 
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étant parvenue ,.elle-remit le:même sujet.pour le.prix de l’année 1592; 
qui fut adjugé à une seconde pièce. d’Euler.. Ce grand géomètrepart:des 
équations, différentielles: de sa première pièce, mais il. les.transforme:.en 
d’autrés dans lesquelles l élément. de:lélongation de Saturne à. Jupiter.est 
supposé.constant,.fl considère simultanément.les-:mouyemens-des deux 
planètes ,et1l. détermine leurs inégalités indépendantes des.excentricités. 
Passant ensuite aux-inégalitésdependantes des: excentricités.,.1lcherche 
à obtenir. des intégrales sansiarcs de. cercle, :et.pour cela; ilemploie.un 
moyen.très ingénieux et, peut- “être, le.plus-direct:et le plus simple-que 
l’on. puisseimaginer. On.sait que, si l’on néglige le:carré.de l'excentricité, 
la partie oque durayon. vecteur d’une planète, se; réduit al pro- 
duit pris négativement de l’excentricité;par le,cosinus.de la distance de 
la planète à son. aphélie. Euler. conçoit dans lerayon vecteur.de.Jupiter, 
deux. termes..semblables, rapportés,sà deux, aphélies, différens;.ce, qui 
revient à supposer. une, double excentricitésà l'orbite. La, partie: ellip- 
tique. du mouvement. de la planète, en longitude est alors formées. comme 
dans.le mouvement,elliptique simple, des. termes elliptiques! du-rayon 
vecteur, dans lesquels .on,change. les. cosinus,en sinus; .en leur. don- 
nant pour coefhiciens, le double de ceux;des,cosinus ;pris. avec un signe 
contraire. Euler suppose les parties elliptiques du rayon yecteur et:.de 
la longitude. de. Saturne, forméesrde,termes semblables rapportés àices 
deux aphélies.. En béta dans Péquation, différentielle: du,rayon 
vecteur de. Jupiter, les termes relatifs À à l’un de.ces aphélies; Ja,compa- 
raison des mêmes cosinus, lui, donne une. expression de mouvement. de 
cet aphéle, qui contient le rapport de l’excentricité, de Vorbite. de J u- 
piter.relative à cet aphélie, a l’exceniricité correspondante. de. orbite 
de Saturne... La même substitution dans, équation, différentielle ; du 
rayon vecteur de. Saturne , lui: donne une, seconde expression. du, mou- 
vement de.cet aphéhe, pareillement dépendante du. rapport des excen- 
tricités.. De. la comparaison. de .ces.deux. expressions, il obtient pour 
déterminer ce.rapport, une équation, du.second,: degré, dont. il choisit 
une.des racines.qu'il substitue dans ces expressions! pour avoir. le.mou- 
vement_ de l’aphélie. En. considérant de:la.:même manière, les parties 
elliptiques relatives à l’autre aphébe ;, Euler parvient à ,une autre.équa- 
tion du.second degré, qui-détermine.le rapport. des deux excentricités 
des orbites, correspondantes à cet aphélie. Les racines de.cette équation 
sont imaginaires ; mais 1l.les rend réelles et égales..par.un léger chan- 
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gément dans les valeurs des masses des planètes. On «st ‘étonné qu’un 
‘aussi profond analyste n'ait pas cherché ce que signifiait la racine qu'il 
népligeait, et: ce qui devait faire préférer Pautreh racine: Mais sil eût 
bien fait son calcul, il auraït trouvé que les deux équations du second 
degré, qu'il obtenait, n’en; forment qu’une dont les deux racines sont 
réelles et donnent les rapports des excentricités correspondantes dans les 
deux orbites. Euler, malgré Pinexactitude: de ses résultats, fit par la 
considération d’une: excentricité multiple des’ orbites, une découverte 
importante dont le développement a démontré la-stabilité du Système 
du monde. Ce grand géomètre prouve que les excentricités' et les'posi- 
tions des aphélies de Jupiter et de Saturne déterminées par les astro 
nomes, varient sans cesse, mais‘ inégalement dans les différens siècles, 
et qu’elles se rétablissent dans une période d’environ:trente mille ans. fl 
en conclut-dans la longitude des: deux: planètes, une grande inégalité 
séculaire, la même ‘pour chaque planète ; maintenant additive à leur 
longitude et qui se rétablit dans la période précédente. Les observa- 
tions semblaient indiquer au-contraire; une accélération ‘dans le mou- 
vement de Jupiter et un ralentissement dans celui de Saturne; maïs 
les recherches ultérieures ont prouvé: que cette imégalité Va par 
Euler, “existe pas. M | 
pPAéi et publia en 1754, is deux premiers volumes de ses re- 
chérches sur le Système du monde! I y appliqua au mouvement des 
planètes’ troublé ‘par’ leur action mutuelle; les formules : par lesquelles 
il avait calculé les mouvemens'de la Lune: Mais il n’a rien ajouté aux 
recherches d’'Euler; si cé n’est la remarque dela relation qui existe 
entre les termes dé la série dans laquelle Euler avait développé une 
puissance quelconque du radical qui exprime la distance mutuelle de 
deux planètes, 'et les termes de la:série de ce développement; lorsqu'on 
dimmue de l’unité cette puissance. On doit encore à ce grand géomètre, 
pour calculer les perturbations du mouvement d’une planète par l’action 
deses satellites, pérturbations qu'Euler n’avait point considérées, le 
moyen le plus simple fondé sur lemôuvement à très peu près elliptique 
du éentre commun de gravité de tous ces corps; ‘autour ‘du  Soleïl, 
D’Alembert avait fait disparaître par un moyen ingénieux, lParc'de 
cércle' que sa méthode d'intégration introduisait dans: lexpression du 
rayon ‘vecteur de Ja Lune. Il-pensa qué le imêmé moyen peut être 
appliqué au moüvement des planètes. Mais ce moyen:né réüssitiqu'au- 
Méca. céz. T'ome F. 42 
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tant que: VParc de:cerclesestiintroduitpar lé mouvement..de Vapogée, 
ce qui a biewpour luilune; Si l’arc-dépendide:0e monvemeñt et.d’une 
variation! séculairel: do Fetetuetités ce: quila heu pour'des “planètes ; 
le moyen proposé:par d'A lembertne-réussit'plus; etla question devient 
beaucoup plusdifioile:Oikient devoir par quel artifice Euler la-résolüe. 
D’Alembert membre sdesscommmissions: nommées: par l’Académie: pour 
jüger les'pièces d'Euler; ne paraît pas avoir revharrié cet:aïtificaymais,ce 
qui doit surprendre; c'est .qu'Euler lui-mêmein’en-ait pas senti: l’impor- 
tance; etqu'ilm’aitpascherdhéà l'étendrejau Systémeentier des planètes. 
‘1En 17563 l'Académie-des Sciences i:couronna: une: troisième pièce 
d'Euler sur les ‘inégalités: du mouvement dessplanètes,; produites par 
leurs actions réciproques::Là méthode que:ce grand géomètre y.expose, 
#st très belle-et-fort importante dans la Mécañique céleste Elle consiste 
à regarder les-élémens dw mouvement-elliptique:; comme:variables en 
vertu: des forces perturbatrices:.Gesélémens sont, 1°. 1e grand axe de V'or- 
bite,qui donne par ladoideKépler, lerappoit deladifférentielle de la lon- 
gitude moyenne, à Pélément:dutemps:;"2°. l’époque de cette longitude ; 
3°.Vexcentricité de Porbitei4:dermotivementide l’aphéhié; 59. l’incli- 
naison de l'orbite à un plan-fixe; 6%, laclongitude de soni nœrid. Euler.se 
propose de déterminer les variations quelles: forces perturbatrices intro- 
duisent danses élémens. Il l'avait déjà fait,:comme. on: l’a vu cisdessus, 
par rapport à Finclinaison-et à la longitude: du:nœud dé Forbite, Pour 
celail considère qu’à da fin d’unanstant infiniment-petit, l’expression.de 
la tangente de la latitude peut étréicensée appartenir également au plan 
de Porbite de cet instant, ‘etrauwplan ‘de l'orbite de l'instant suivant-/ En 
différentiant l’expression de la latitude dans: l'hypothèse des deux, élé- 
mens 'constans ;on-a la différentielle relative à l'orbite invariable pen 
dant un fistrits En différentiant la même expression dans P hypothèse 
oùlaonvitudeet-les élémens varient; on la-difiérentielle relative à 
l’origine de Vinstant:suivant: Enégalant ces deux-difiérentielles, Euler 
obtient.rine-équation entre -les:différentielles de linclinaison. et, de Ia 
longitude du nœud. différencie de nouveau la différentielle de Ja tan- 
gente de la latitude; obtenue dans da première hypothèse; cerqui lü 
donne‘éntre les différentielles-de-ces #lémens, uné seconde-équation 
dans liquelle it substitue; aû lieu de la différence-seconde de la tangente 
de da latitude sxvaleur: donnée: _ Hoi difireiticiles da AQU: 
vement ! a re | | entree nfilecre 
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A méthode suivie par Euler pour déterminer les variations des autres 
ékrens ‘durmouvement lelliptique "n’est pas: aussi directe: que la pré- 
cétlentél; maisau/fond, elle revient'au même: Lelplananquel-ce:grand 
géomètre rapportée) d'abord les coordonnées; est celui de l'orbite de la 
Slanièté: dont il considère:les perturbations. Iksuppose ce plan fixe; ce 
que Pon peutiflire: dans le-calcul-du-rayonvecteurcet-de la longitude, 
du momssi Pon: négligele-carré/dé/la force: perturbatrice, Ik.détermine 
les expressions différentielles: de: ves deux coordonnées; différentiellés que 
l’on'dédüit initiédiatement: div! principe’ des äiresiet:du principe des 
forces “vives: Enstiteyriléonsidère: lexpréssion elliptique du rayon 
vecteur /qui;) comme" lon sait; ‘est:épal'au paramètre divisé par l'unité 
diminuée du produit de décccnpidiués ‘par le’ cosmus de l’anomalie rap- 
portée” À! laphélie” H: différentiel ‘cette ‘expression ; en supposant les 
élémens’constans;entcomparant-æensuite: cette diflérentielle à celle 
du rayon vecteur, qu'il a trouvée en fonction dés forces perturbatrices, 
il détermmele paramètre et l’excentricité, de manière à faire coïncider 
ces différentielles ; ce‘ qui li donné les'expressions de ces deux élémens. 
Euler’en cible la différentielle du quotient de V’uünité divisée-par le 
grand axe. Il'est facile de’s’assurer qu’elle est-une différence exacte. des 
coordonnées de la planète troublée,-résultat importantauquel Lagrange 
ést parvenu d’une) manière directe} et:d’où il a:conclu , comme nous le 
dirons bientôt; l’invariabilitésdesmoyens mouvemens planétaires. La 
différentielle lé Pexpression elliptique owdu rayon vecteur, prise én y 
faisant varier les élémens’et anomalie; donne la différentielle de l’ano- 
mahé, qui retranchée ‘dela différentielle de la longitude, donne la 
différentielle dumourement de Vaphélie:' Euler-ne considère point la 
variation de l’époque; ce qui rend pe mere sa thés de la variation 
des éléméns elhptiques: ct | 4 | vé 1 
Dans lévaluation! des! forces attractives Euler Ppéoite le:mouve- 
mént de la planète troublée;:ati-plan de la planète fperturbatricez mais 
il observe’ que la projection-de lellipse de la planète troublée, :sur:ce 
plan ; est une ellipse dans laquelle le Soleil n’étantplus: au foyer;des 
loïs de Képler ne ‘sont pomtébservées autour de ce point; cé qüicom- 
phque les calculs. Il-juge-donc avec! raison; -que dans’le-calcul des 
perturbations du'rayon-vecteur’et de la ongitude;-1l-cofvient de rap- 
pôrter le mouvement de-la planète: tiofblée; au-plan: de son orbite. 1 
y a de l'avantage à rapporter ce mouvement au plan:de; l’érbite.de la 
42. 
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planète-perturbatrice, :dans:le.calcul.des xariations; de, l’inclinaison de 
Porhite et«de,ses nœuds; et-sur; oet objets, ah PARKER aux,xrésultats .de 
Saypremiéteopiét essor brel Euaidomenuitleghiat ess aupcemôn 
Plusieurs. des formules dercé, grand géomètre;sont, tro ainsi 
F expnéssions qu'ili idonñe,h: du:mouvement.de Paphélie, ne xenferme 
point laspartie:de-ce:mouvement; dépendante-durapport;de l’excen- 
tricité deil’orbitéidelæplânète;perturbatrice;sà.celle: dé, Porbite. dela 
planète troublée:.En:,général.dans,:cette jpièce ,; comme: dans; les. deux 
précédentes, le;mérile des méthodes fait: régretter;que: leur auteurait.été 
souyent; pau dénombreuses. erreurs de, calcul; :conduit.à des, résultats 
fautufs qui l'ont, peut-être;;empêché.lui-même de-reconnaître, les avan- 
tages: de,ces méthodes suX: Jesquelles, iln’est plusirevenu.: | 
: Enfin: Euler terminie-sa :pièce;ripar: une application étendue 4 ses 
Rémelesuis mouverment-de-la Terre: En. partant de,,suppositions assez 
yraisemblables,.sur,le-rapportdes masses. des planètes; à: la masse du 
Soleil ; il.détermineila yariätion:séeulaire ‘de. l’obliquité, de l’écliptique 
qu'il:trouve.de 485) sexagésimales,, ce.quis'écarte fort. peu des obser- 
vätions..Il,a. mis par. là.-hors,de.donte;..lai diminution. séculaire.de 
cebte, -obliquité, que de sayans, astronomes: ,regardaient alors comme 
incertaine. | ; bo | 
1: C'est. à: fort, peu près à. ces trois-pièces.,.que.se sdnisené le travaux 
Euler: sur la.théorie des “perturbations du:monvement.des, planètes. 
On r’a-rien ajouté à, cette théorie, -jusqu'aux.xecherches de Lagrange, 
publiées; dansile.tome III des Mélanges, dela Sociétésroyale de Lurin ; 
qui.parut. en::1566..Lagrange y: considère,les; objets-traités par: Euler 
dans,sa seconde.et dans,sa, troisième piècess;savoir , la variation des! élé- 
mens.du mouvement;elliptique, t:le moyen; d'intésrer.lesi équations 
différentielles ,du..mouvement..des planètes sans introduire: d’ares de 
cercle dans les intégrales sLagrinse, ne parait/pas avoir. connu ces pièces 
d'Euler,,quis;n’ont, été publiées.qu’en 1769: Pour. obtenireles wariations 
différentielles, des élémens: du. mouvement, elliptique; Lagrange étend 
au rayon: vecteur, les, mêmes considérations; par, lesquelles, Eulerdans 
- les Mémoires de l'Académie de, Berlin pour 'année,1760;1avait déduit 
de l'expression, de, da. datitude,, les, ‘yvariations:difiérentielles de; l'inch- 
NAaISONL, de, Forbite,,et,s du nœud; AH ,différéncie l’éxpression, elliptique 
du rayon, vecteur ;etlégalefà 26103; la partie«de cette: différentielle; 
quidépenddes.yariationsde Pexcentieité. etide larlongitude de-La: 
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phéheiice qui lui donne une premièré”équation entre les différentielles 
de “cés'élémens. La: différentielle” du rayon vecteur ‘devient: ainst-la 
même que dans l’ellipse invariable. 11 la différencie-de nouveau, 'et/il 
obtient’entre les! variations des. deux: mêmes" élémens ; une seconde 
équation dans laquelle l'substitueawliew de la différence-seconde du 
rayon -vecteurs|(sat valear-donnéelparslest équations différentielles du 
mouvement. de la planète. Mais cesjéquations: sont inexactes , pafce 
qu’elles nerenferment. ‘point la-variation® ‘du”grand ‘axe );°à laquelle 
Lagrange! na pointieu‘égard, non plus qu'à ‘la’ variation de! l’époque. 

Le‘moyen par lequel Lagrange obtient les intégrales du mouvement 
des ‘plänètes, sans" arcs ‘de cercle; quoique’ beaucoup ‘moins simple 
que celui d’Euler,rest-très ingénieux: Il:consiste à égaler chaque térme 
des équations différencielles des mouvemens de Jupiter et de Satürne!, 
à une nouvelle variable ; à: différencier. ces variables’ et: leurs valeürs!/; 
et acombiner les équations qui 'en résultent, avec les: ‘équations dif- 
rentielles des’ coordonnées des ‘planètes; de manière à obtenir entre 
toutes ces variables ‘un: système d’équations différentielles linéaires à 
coefficiens constans, ‘qu’il‘intègre par un procédé fort simple: Il'dé- 
termine “ainsi lesrayons'vecteurs' des deux planètes!, et il est conduit 
par son‘analyse, aux deux excentricités qu'Euler avait imaginées pour 
chaque: planète::Mais ‘sontcalculétant exact ; il ne trouve qu’une seule 
équation du second degré, pour déterminer les ‘rapports des excen- 
tricités-des ‘orbites des’deux planètes ; relatives au même aphélie. En 
appliquant célte méthode aux/équations différentielles de la latitude, 
ce: grand géomètre-représente la latitude de’chaque planète, au moyen 
de: deuxtinclinaïisons. rapportées deux -nœuds-différens ; et il déter- 
miné par les'racines d’une seule équation du‘second degré; les rapports 
desinclinaisons des orbites desdeux planètes; relatives au même nœud. 
En développant ses formulés’en|séries; il donneles expressions analy- 
tiques'el'ntmériques dés variations séculaire’ ;'des’ excentricités , ‘des 
aphéliesy:des:imcliniaisons etrdes nœuds des-orbites de’ Jupiter et de 
Saturne expressions dont-j'ai réconmu l’exactitude:. Il parvient enfin 
àrdeux équations séculaires 1proportionnellesau-earré du temps!, l’une 
additive à la! longitude moyenne: de Jupiter, Pautré” plus srände et 
soustractive ‘dé°1a/longitudemoyenne’ de Saturne!‘ Euler, * come 
nous avons dit jitrouvait ceslinésalités , lés tnèmes ét toutes déuxtaddi- 
tives) à da-longitude.Mais lé‘résultat-de Lagrange quoique plus con- 
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forme que celui d'Euler, à ce que. les Ahpexyr ions semblaient.indiquer, 
n'eit est pas plus exact. 1 4 séile 


; CY 4 
h à! MYT d fn : [3 


“Je présentai en 17783 À à VAcadémie. des. Scies pe mé6s, premières 
Réchérches sur le Système di Monde, Elles ent paru, dans: Je, sapins 
des Mémoires des Sävans. étrangers. dé la même, année, qui. n'ai-été 
publié qu'en 1776: Môn objet principal. dans:ces, srecherches, à été de 
donner'les expressions exactes des inégalités, séculaires du:mouvement 
des plahètes. Frappé des différences, qu'offraient. à. jet égard , les. ex 
pressions trouyéés par. Eulér-et Lagrange, et considérant qu'ils. maitnt 
négligé plusieurs quantités du; même, oxdre, que celles; dont ils avaient: 
ténu, compte; je déterminai ces expressions , avec. k attention la, «plus 
scrupuleuse, Gelle du. moyen mouvement, était. surtout. ‘importante 
dans l’Astronomie : elle paraissait fort. sensible dans. Je; mouvement” 
de Saturne. En substituant dans ma. formule, lés valeurs numériques 
des quantités relatives-à. l'action, de‘Ji upater sur,cette, planète; je fus 
surpris. de trouver un: résultat: nul, et. Jen: conclus ;que. Jaction de: 
Jupiter n’altère point le mouvement moyen de Saturne. Une. substi- 
tution sernblable rélative a l’action, de Saturne sur J upiter,, me donna. 
parillement ün résultat nul, L'égalité à zéro. de: ces deux. résultats, 
me, fit soupçonner qu'elle ne tenait, point: aux valeurs; propres ds 
élémens de ces deux planètes, :et..que l’expression analytique, elle 
même était -identiquement . nulle, Getter, expression: { renferme, un 
nombre considérable de termes multipliés, parles, coefliciens des angles. 
multiples de l’élongation. des deux;.planètes ; dans le développement. 
des puissances du radical qui exprime leur distance mutuelle, Onsa: 
vu que ces cofhciens ont entre eux des. rapports, tels, que. si, le Pre. 
mier et le second coefficiens du développement derl’unerde, ces, pais+- 
sances sont donnés, on peut.en.conclure, tous les autres. La, formule 
analytique de l'inégalité séculaire dumoyen mouvement; pouvait.êtres 
ainsi, réduite.a ,ne renfermér que:ces deux, coefficienss } Je :xeconnus 
que par cette réduction, chacun de ces coefliciens. disparaissait,.€k. 
que la formule se réduisait, à à. zéro. JL fat, ainsi bien: prouvé que,laction: 
mutuelle des planètes ne produit; aucune. altération séculaire, dans: 
leurs moyens, mOouvemMeENs , -du [moins en, négligeant les- carrés.eti.les. 
produits des masses des plantes; et les, produits de quatre dimensions, 
des -excenbricités et. des. Anclinaisons, des. orbites; carsilrest.i facile; de! 
s’assuret. que les quantités. de, dimensions. impaires, de .ces,élémens,ne 
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peuvent entrer dans Pexpréséion Lara de Pinégailé PRESS ni 
du moyen mouvement. Cela suffisait aux. besoins de l'Astronomie | 
ebmiontraitqu'il fallait chercher Ailléurs ‘qué ‘dans l'action mutuelle, 
des! plänètes, 55 a cause des inégalités séculaites que les observations 
paraissaient indiqéér dans Tes mouvériens dé “Jupiter. et de Saturne... 

En réduisant d'ünie matière semblable ; ‘Tes és expressions analytiques 
des inésalités sécuilaires de’ léxéentriené “et” de Paphélie;, je Fu, 
dotinaÿ la f6rme la”plus’ Simple.” d 

Je‘discuti daris 1e Mémoire qui contiént ces recherches, le prin- À. 
cipe-de la gravitation “universelle,” et là manière dont 1l avait été, 
employé par Newton et par"sps successeurs. La propagation instan- 
tanée/ qu'ils süpposaient à cette force, me parut peu vraisemblable. | 
Déjà ‘Daniel Bernoulli avait soupçonné que lé retard d environ OR 
jour et demi, des plus grandes mätées'sur les instans des Syzygies , | 
pouvait dépendre du’témips que Fattraction dé l° Lune emploie à 
sé transmettre à la mer. Une! transmission ‘aussi lente n’est pas sans 
doute} admissible: ‘mais cétte ‘transmission, quoique imcomparable-. - 
ment plus prompte, peut cépendant être’ successive , et il était inté- 
ressant d’encalculer les effets. Je‘trouvai que son effet le plus sensible 
serait üné inégalité séculaire dans lé moyen mouvement de la Lune * 
croissante comme le ‘carré’ du temps; et que pour expliquer par ce 
moyen, linésalité déduite des observations par Mayer, il fallait sup- 
posér à lattraction terrestre ; une vitesse de transmission , près de huit 
millionside fois plus grande que celle de 14 lumière. Maintenant que 
nOus connaissons la vraie cause de Péquation séculaire de la Lune, 
noüsl pouvons affirmer que la première de ‘ces vitesses est au. mioms 
cinquante millions de fois plas sole que là seconde. 

Eagrange envoya en 1774, à l'Académie des Sciences, un beau 
Mémoire sur! les variations des’ inclmaisons ‘et des nœuds des orbites 
planétaires ; Mémoire qui parut dans le volume de l'Académie, dé la 
même âmnée. Ce grand géomètre ÿ détermine les mouvemens ee or- 
bites, par da méthôdé" de ‘ln Fañation ‘dés ‘élémens; maïs au Heu de 
linclinaisün et déla"loñgitudé Au nœud, il considère deux autres 
variables qui sont les produits de PARU so parle Sinus et par, le 
cosinus de la longitude du nœud, et il détérmine leurs epréssions | 
différentielles. Gette rate bn des variables) dont l'a fait ensuite 
uni'heüreux usage dans sa théorie delà libration de KLune; à l’avan- 
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tage: de réduire les équations différentielles qui déterminent les inchnaï- 
sons, et les nœuds d’un 'système d’orbites, à. des équations différen- 
tielles linéaires à! coefficiens constans: ét. dont lé’ rioibre:est double 
de celui dés planètes. Ayant ramené les variations séculaires dé:lex- 
centricité et.de la longitude du périhélie ; à leuf,forme la: plus simple; 
ilme devint facile de leur appliquer une transformation analogue , en 
considérant au lieu de ces deux variables ; les:produits: de léxcentricité 
par le sinus et par le cosinus de la longitude: du'périhélie:: FPeñ--con- 
clus les variations séculaires! de-ces- nouvelles’ variables. Je:considérai 
ensuite ces! variations ; comme le, développement. en. Série, de .ces:va- 
riables;, suivant les puissances du-temps; or le coefficient dela pre- 
mière puissance du temps dans ce développément, est Ja différentielle 
de la vaïiable, divisée par l'élément du temps ; j’égalai donc ce quotient; 
au En du temps dans l'expression de l’inéealité séculaire de la 
variable; ce qui me donna une équation linéaire’ du premier! ordre, 
entreles variables: L'autre variable:me donna une, équation pareille. 
En étendant la même considération à -toutes:les variables: semblables 
d’un système quelconque:de planètes; 7’obtins :pour:les déterminer, un 
nombre d'équations différentielles-linéaires du premier ordre; double 
de celui des planètes; et je fis ainsi. disparaître, les arcs de cercle,in- 
troduits, par intégration des équations différentielles suivant la ;mé- 
thode ordinaire qui a avantage de conduire par la voie la plus. simple, 
aux approximations les plus -convergentes: et les, plus-appropriées 
aux usages astronomiques! Je publiai dans -la première .partie:.des 
Mémoires de l'Académie des Sciences pour l’année1772,:et qui parut 
en 1776, ces résultats et cette nouvelle méthode-de faire disparaitre 
les arcs de cercle puisée dans la nature même:des ‘séries: La,forme 
très simple des équations différentielles des :élémens-elliptiques .aux- 
quelles j'étais parvenu , me fit reconnaître un: des: élémens:les plus 
importans du Système du Monde, sa stabilité. Ces -équationsiétant 
linéaires à coefliciens constans ; leur. intégration donne: l’expression 
finie de chacune des variables ; par une suite de sinus et cosinus:d’angles 
croissans proportionnellement, au temps; et dont les coefliciens;:du 
temps dans chaque angle, sont les racines d’une équation algébrique 
d’un degré égal! au nombre ‘des, planètes::/Si: toutes-les racines:sont 
réelles. et inégales}, ces\ diverses: lexpressions:sont*+ périodiquesi;:et lé 

variables restent toujours: fort ipetites ; le:système-des ‘planètes mei! fait 
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donté'alors qu'oscillér autour d’tnétat moyen, dans d’étroites limites. 
Mais si quelques-unes des racimes "étaient imaginaires où égales entre 
cles ;'les smustetrles cosinus côrrespondans se changerarent en‘ expo- 
nentielles où'énarcs dercerele quicroissant mdéfiniment avec-te temps, 
donniéraient aux variables! de. srandes valeurs ;"et*changeraient consi- 
dérablémient là forrnedes-orbites: Heureusement, je suis parvénu d’une 
manièrer#fort isimpleslexposée. dans es Mémoires® de l'Académie des 


Sciences pourl'année 1704; à faire-voir ‘que, quelles que soient {les ; 


masses des planètes pourvuqu’elles soient fort petites par rapport’ à a 
masse du Soleil} ‘par cela seul'qu’elles se meuvent toutes dans le même 
sensautour dévcetrastre: étedans dés torbes: presque circulaires et pe 


inclinés'entre eux} l'équation al ébriaue ‘dont'ic viens de arler ; n'a 
“ q 


que dés racimés Hécilés et anégales.’En appliquant! les ‘mêmes raisonne- 
mens auxréquations différentiellestrelatives à linélinaison et'à la lon 
itudéodienénud ;:ÿaitrouvé paréillementique les racines de l'équation 
aleébrique dont dépendent'leurs)intégralés sont'réèlles' ét mégales; et 


qu'ainsi les inchmaisons’des orbites sont toujours fortipetites: De R 4l 


suit quetle Systèmé des'plinètes! est stable; Comnieles systèmes des :$a- 
tellitessatisfont à lteonditionique tous les/satellites de chaque système 
se méuvetit dans lérniême sens';autour de léur planète;on peut aflirmer, 
quoique leurs/massés soient pour la plupart inconnues! que'ces divers 
systèmes jouissentde Jarmémiestabilité, que celui des planètes. 

Je développai dans la Seconde partie des Mémoires: de l'Académie des 
Sciences; por l'année 1773;la méthode précédente de faire disparaître 
lestarcside ‘cercle idestintégrales, en: faisant varier. les/élémens ;’et je 
l’étendis-aux “équations différentielles d’un ordre quelconque: Cette 
mamière. de-faire évarier les ‘constantes arbitraires , diffère ‘de celle 
qu'Buler: avait-employée:, en cet qu’elle n’embrasse’que’ les inégalités 


dont lat période est indépendante de ‘la configuration mutuelle des 


planètes; ce quiappôrte uné grande simplicité dans les calculs: Elle sé- 
tendrärtous!lesicasoùdesélémens d'un système de corps*éprouvent par 
des:causes quelconques, tellesrque larrésistance d’un milieu rare, ‘des 


altérations'qui ne! deviennent sensibles qe après un long intervalle de 


tem ie) n3à a lé! dk | 2 A 
ouiaine renlares lé premier; qu'uneéquation différentielle dun 
ordre quelconque; atautant.d’intégralesi de Pordre inférieur, ‘qu'il y a 
d'unités dans son ordre.-Lagrange, dans sa piècesurles Here tale des 
Mécax. céz. Z'ome F. 43 
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cométés quiremporta’en 1786, le-prix/de l Académie des Sciencessetdans 
les Mémoires de Bérlin pour l’année 1782, considéra sous ce:pomtdervue 
général, lés intégrales dés équations différentielles-du mouvementides 
planètes. Le mouvement, d’une planète soumise à la seule attraction du 
Soleil ;'ést donné par trois équations différentiellesdu second ordre dont 
les trois intégrales finies renferment-par conséquent six constantes’arbi- 
traires qui sont les élémens du. mouvement elliptique: En-différenciant 
ces intégrales, on a ‘six équations. au moyen: desquelles on:peut.par 
" Vélimination, déterminer chaque élément: en fonction des:coordon- 
nées du mouvement de la planète, et de leurs différentielles divisées par 
l'élément du temps. Lagrange conçoit que ces six équations différentielles 
du premier ordre, ont également lieu ‘dans: Pellipse invariable.et-dans 
l’ellipse troublée; mais que dans ce dernier cas, les élémens sont-varia- 
bles. Pour avoir les différentielles des élémens; il faït tout varier.en 
différenciant chacune de ces'intégrales. du premier erdre ; etil substitue 
après la différentiation , au lieu de la différence seconde de'chaque:coor- 
donnée, sa valeur donnée: par les équations différentielles du mouve- 
ment de la planète troublée. Il obtient ainsi la différentielle de:chaque 
élément. Ensuite al observe que dans la substitution de la valeur de la 
différence seconde de chaque coordonnée, on peut ne considérer que la 
partie de cette valeur, due aux forces perturbatrices; l’autre:partie de- 
vant disparaitre dans l’expression de la différentielle, de:V’élément, 
puisque cette expression serait identiquement nulle,:si ces forces m’exis- 
taient pas. Lagrange, dans sa pièce sur l'équation. séculaire.de la Lune, 
qui remporta en 1774 le prix de l’Académie des: Sciences exprima les 
forces attractives décomposées suivant la direction des coordonnées! 
par les: différences partielles d’une fonction prises par rapport'à ces 
coordonnées. Si l’on rapporte le mouvement du-pomtattiré, awcentre 
de gravité du système de corps ; cette fonction est la: somme des-molé- 
cules attirantes, divisées respectivement parleurs distances. au-point 
attiré. Si l’on rapporte le mouvement ,:au:centre-de: lun des-eorps.du 
système, considéré comme immobile; il fant. ajouter;àc cette: somme, 
la demi - somme des. produits: de:{chaque- moléculesattirante::par-le 
carré de sa distance au point attiré , diminué des carrés des: distanees 
de la molécule et du point au centre dw:corps:supposéimmobile;:cha- 
cun de ces produits étant divisé parle-cube de la-distance:de da molé- 
cule attirante à ce même centre. Je ‘nommeraï cétte-fonction fonction 
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perturbatrice. La. propriété dont. elle jouit, , d’exprimer par, ses diffé- 
rences «partielles, les forces perturbatrices du mouyement. du; point 
attiré,rsimplifie extrêmement les calculs, et: donne à leurs résultats, 
une former qui fait! voir facilement leurs rapports, surtout quand :on 
considère une infinite de molécules attirantes ou attirées , comme dans 
les: théories de la figure des planètes, du flux et du reflux de Ja mer, et 
dela précession des équinoxes. Son: introduction-dans la Mécanique 
céleste:est, à cause deson utilité, une véritable découverte. 
Lagrange, en appliquant la méthode précédente de la variation des 
élémens elliptiques , à l’expréssion du quotient de l’unité divisée parle 
orand'axe, reconnut que-la différentielle de cette expression prise en 
moins est la différentielle exacte de la fonction perturbatrice, prise par 
rapport aux seules coordonnées de la planète troublée. Si l’on développe 
cette fonction dans une série de sinus! et de cosinus d’angles croissans 
proportionnellement au temps, et si lon négligefle carré des forces 
perturbatrices ; on obtient cette différentielle, en ne faisant varier dans 
ces sinus et cosinus, que les angles qui se rapportent à la planète. 
Lagrange en conclut que l’expression du grand axe ne contient que des 
inégalités périodiques ; et qu’ainsi la longitude moyenne que lon en 
déduit par les lois de Képler, ne contient elle-même que des inégalités 
de ce genre, etine renferme point d’inégalités séculaires. Ge théorème 
auquel j'étais parvenu en négligeant les produits de quatre dimensions des 


excentricités et des inclinaisons des orbites, fut ainsi, non-seulement 


confirmé par ce:grand géomètre, de la manière la plus élégante et. la 
plus'simple, mais encore étendu à des excentricités et à des inchinaïsons 
quelconques. 

J'ai fait voir dans le sixième Livre, qu’en ayant égard aux carrés.et 
aux produits des masses deJupiter.et de Saturne , leurs grandes iméga- 
Hitésn’altèrent point ce résultat. M: Poisson est ensuite parvenu par une 
savänte analyse insérée dans le tome VIE du Journal de PEcole Poly- 
technique, à démontrer généralement , que le carré dela force pertur- 
batrice n’introduit que des quantités périodiques, dans l’expression de 
la longitude moyenne ;:résultat' important dans ‘Astronomie, parce 
qu'ane inécalité’séculaire dans l'expression différentielle du grand-axe, 
quoique-multiphée-par le carré des masses planétaires, donnerait par 
la double intégration! qu’elle-subit. dans lexpression de la longitude 
‘moyenne, ‘une inégahté-du-même ordre que l'inégalité du mouvement 
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elliptique, dont l'argument,est le double de l’anomalie. Ces recherches 
de M. Poisson..et, celles qu'il a, publiées dans le même;volurie ;:sur: la 
précession des équinoxes et sur luniformité,de;la, rotation della Terre, 
lui ont, acquis: de. justes. droits| à; lareconnaïssance:i.des géomètres: et 
des astronomes... ;, | 26 

Le résultat précédente: cesse d ayoir bé $iJes-moyens mouvemens 
ont entre eux, des rapports OL Ge: cas:très: singulier. se 
présente. dans le,système.des, satellites de Jupiter, .et: je: ai: diseuté 
dans les Mémoires de l’Académie. des. Sciences-de,178/4:: La longitude 
moyenne. du premier satellite.moïns trois fois celle! du second!) plus 
deux:fois celle du troisième est égale à la:demi-circonférence. L/approxi- 
mation avec laquelle les Tables, des satellites de Jupiter par Vargentin 
donnent ce rapport , me fit,soupçonner qu'il est rigoureux; Il : était 
contre toute vraisemblance; de supposer, que. le-hasard a placé originai- 
rement les trois préiers satellites, aux! distances et. dans les positions 
conyenables à ce rapport;!.et,1l était extrêmement probable qu'ik est 


du 2 à Une Cause par ticulière. Je cherchai donc cette cause dans l’action 


mutuelle des satellites. L'examen approfondi de cette. action,:;me fit 
voir qu’elle a sufñ pour rendre ce rapport rigoureux; s’il a été fort ap- 
proché à l’origine ; d’où je conclus qu’en si epet Le nouveaux par la 
discussion d’un très grand. nombre d'observations éloignées.entre:elles, 
les longitudes moyennes des trois premiers satellites, on:trouverait qu’ils 
EE encore plus.de ce rapport; que les Tables de Vargentin: Cette 
conséquence de la théorie a,été:confirmée.avec une précision;rémar- 
quable , par. les recherches que Delambre, a faites sur>les, satellites de 
Jupiter; et les Tables qu’ila publiées sontrigoureusement assujetties à ce 
rapport. La petite différence quia pu exister primitivement à cet égard, 
a donné lieu à une inégalité d’une étenduerarbitraire, qui se partage 
entre les trois sutrllles et.que.j'ai-désignée par de:nom de :libration 
des mouvémens:de ,ces satellites. Les deux:constantes:arbitraires de 
celte inégalité,, xemplacent. les, deux. arbitraires que:ce ‘rapport fat 
disparaître dans les! moyens.mouvemens! et: dansiles époques des lon- 
gitudes moyennes; car le nombre,des!arbitrairés que renferme lathéorie 
du mouvement d’un système de corpsi,;est'nécessairement sextuple du 
nombre, deices corps. La discussion. ‘des:observations n'ayant point fait 
reconnaitre cette inégalité, «elle. est fort petite et mêmeäinsensible: 

Dans les Mémoires.de } Académielde Berlnypour les années 198% et 


“ 
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suivantes, Lägrange érès pär’ la: méthode. dé Ja variation. des. élé- 
menselhptiques, les inég salités séculairés'et-périodiques du mouvement 
des-planètes , et al Les rédaiesti en nombres,-en donnant aux masses plané- 
taires; les:valeurs qui lui-parurent les plus-vraisemblables. Cette mé- 
thode déjà fort. longue.quand on, considère la première puissance des 
excentricités’et des; inclinaisons, devient presque impraticable ; lors- 
qu'on;veut l’étendre 'aux-carrés:.et: aux puissances supérieures de ces 
quantités ;ceiqui est indispensable daïis la théorie des planètes. Mais 
elle peut être extrêmement simplifiée par les considérations suivantes. 

On:a vu-que la différentielle de la puissance première‘inverse dugrand 
axe prise en moins estésale à la différentielle de la fonction perturbatrice, 
priseen n’y faisant.varier que les coordonnées de la planète troublée: En 
développant donc cette fonction dans une série de sinus et.de cosinus 
d’angles croissans proportionnellement au, témps; il suffira’ dans, une 
première approximation où l’on néglige’le,carré de.la force.perturba- 
trice, de diflérencier chacun des termes de cette série, par rapport au 
seul mouvement de la planète. On aura ensuite par! l’iitégration de ces 
termes, l’expression de l'unité divisée-par le grand axe: on en conclura 
par les lois de Képler, la différentielle, dela longitude moyenne, : qui 
intégrée de nouveau, donnera cette; longitude." On;peut: observer ici, 
que cette doubleintégration donné à chaque terme du développement 
de:la fonction perturbatrice, pour viseur , le, carré du! coefficient du 
temps Compris sous lessignes ;siaus owcosinus ;ce quirénd ce:terme, 
fort grand:;rlorsque.ce coëflicient est très petit. 

La fäeilité que-donne. expression très simple dela. fféréntielle du 
grand-axe,pouravoir la longitude ;;me-fit rechercher s'ilést possible de 
ste aux différentielles: des autres, élémiens elliptiques, unè: forme 
aussi simple ;: dans laquelle les différences partielles/de; la fonction per- 
turbatrice ne seräent prises.que par rapport aux: élémens, et dont: les 
coefliciens,ne renfermeraient point le temps.:En effet; il, suit, alors 
de diflérencier:par.rapport à ces;élémens:,, chaque: Lire dr développer 
ment,de;la,fonction-pertinbatrice et'ensuite. de: l'intésrer -Jeparvins. à 
obtenir!les; différentielles; desiélémens ‘sous cette NA par: l'analyse 
qué,J'ai,donnée;dans/le:Supplément à la Mécanique -céleste ‘et que je 
présent de 27 aoûti180%,:au Bureaudes Longitudes! Dans la‘même 
séance, Lagrange présenta-uné:très’belle analysepar laquelle äl expri- 
mait (la \différente'partielle de la force perturbatrice, ‘prise par rapport 
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à chaque élément; par une fonction linéaire des-différentielles-des-élé- 
mens; divisées par la différentielle du temps ,‘et dans laquelleïles-coeffi- 
cienñs de cés différéntielles ne renfermaient point-le temps.:En détermi- 
nant'au moyen!.de ces’expressionis ; la différentielle-de chaque-élément;; 
il parvint ensuite auxmêmes équations query avais trouvées: Ce: prpil 
géomètre à étenduw-s0n ‘analyse’,|au mouvement des/corps solides set 
généralement au mouvement. d’un:système de corps liés'entre'eux ire 
manière quelconque: Ce: trävail des-dernières années deisavie:;\est me 
de ses plus belles productions il montre quelâge n’avait, point affaibli 
son génie! M. Poisson a: publié sur cet objet, plusieurs savaris Mémoires 
où il a été conduit sur le mouüvement des corps solides, à des équations 
de la même forme que Bars les ps: libres ; ce qui établit ’ aalogie de 
ces mouvémens. oi | | | 
Les recherches sur J upiten et Reis dont j'ai sr Ci- ésrah lais- 
saient éncoré inconnue; læ cause des:grandes irrégularités que les obser- 
vations anciennes et -modernes-indiquaient dans les mouvemens de ces 
deux planètes. Halley avait conelu de la comparaison des observations 
anciennes avec tes modernes, un'ralentissement dans lemoyen mouve- 
ment de Saturne, et'une-accélération dans: celwi. de Jupiter. Lambert 
avaitobtenwunrésultat. contraire en comparant les observations du der- 
nier siècle avec celles de TichozBrahé: Enfin Lalande trouvait les retours 
de Saturne à l’équinoxe du ‘printemps, plus promptsique ses retours à 
l’équinoxe d auiqmme, quoique les positions de Jupiter et ‘de Saturne;, 
soit entre eux, Soit à l'égard de leurs aphélies, fussent à: peu près'les 
mêmes. Cela Sophie à croire-queides causes’étrangères avaient altéré les. 
mouvemens de ces deux planètes; mais en:y réfléchissant, la marche de 
ces altérations me parut srbien d'accord avec ce qui dévait résulter: de 
leur action mutuelle. que:je-nebalançaï. point à en toute action 
extérieure au système rpanétaites | EG | | 
C’est un résultat remarquable de Paction? réciproque des planètes, 
que si l’on n’a égard'qu'aux inégalités dont les périodessont très longues, 
la somme des masses de-chaque: planète divisées respectivement: par’ les 
erands axes’ de leurs drbes considérés'comme des ellipses variables;test à 
très peu près constinte: Nous avons-dit précédemment que ces inégalités 
acquièrent par-une double intésration, dans -l’expression: de la, longi- 
tude, pour diviseur, le carré duttrès petit coefficient: du temps dans leur 
argument ; ce qui peut les rendreconsidérables. Derlà:ilest-facile de voir 
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que:la somme des Bodabts dé inégalités derce genres qui résultent.de 
Paction’de Jupitertet de. Sat multiphiées respectivement parles 
masses derces planètessest nüllesainsi;quand:en:vertu de cesinégalités, 
lesmouvementide Saturneise!rallentitipar l’action-de Jupiter, celui de 
Jupiter: doit s’accélérer: par l'action; dé Saturne ziet de; ralentissement 
doitétreà Vaccélérationsrdansile rapport:de:la masse*de Jupiter'multi- 
pliéepar laracine carrée de som grand'axe; à laimasse de Saturne mul- 
tipliéerpar latracine: carrée‘deison!grand'axe:; ce quiest à fort peu-près 
conforme au résultat de Halley::Réciproquement ;;quand ces inégalités 
accélèrent-le mouvement de! Saturne ; elles! retardent celui’ de Jupiter 
dansletnême :räpports ee quis’accorde à \peu:près avecile résultat de 
Lambert:/Céla indiquait avec ‘une grande:probabihté ; Pexistencer d’une 
inégalité à très longue période dans les mouvemens de ces deux planètes, 
Il me fut aisé de reconnaître une inégalitésemblable; dans les équa- 
tions différentielles dé ces mouvemens’ Ils approchent beaucoup d’être 
commensurables; et cinq fois le:mouyement de Saturne’est à fort peu 
près égallà deux fois celui. de Jupiter. De là je conclus que les termes qui 
ont pour argument, cinq fois la longitude moyenne de Saturne; moins 
deux fois celle dé Jupiter, pouvaient devenir très sensibles par les inté- 
grations , quoiqu'ils fussent multipliés par des cubes et parles produits 
de trois dimensions des excentricités et des inclinaisons des orbites, Je 
regardai donc:ces Lermes, comme.une cause/fort vraisemblable des varia- 
tions-observées dans les moyens mouvemens de ces planètes. La proba- 
bilité de cette cause ‘et importance de Vobjet me déterminèrent à 
entreprendre de‘calcül:long et pémible ; nécessaire pour! men assurer. 
Le résultat de.ce: calcul confirma pleinement ma conjecture, en:!me fai- 
sant:vox 1°..qu'ikexiste dans le mouvement de Saturne, tine grande iné- 
galité de 8896" centésimales. dans:son #aximum, dont la période est 
de 929 ans; 2°. qu’ilexiste dans lemouvement de Jüpiter tune inésalité 
correspondante dont la:période est à très peu près la même , mais qui, 
affectée d’un signe ‘contraire, ne s'élève qu’à 3662”. La srandeur des 
coefficiens de ces inégalités ;.et la durée de leur période nie sont pas tou- 
jours les mêmes : nil participent aux vartations séculaires désrélémens 
des orbites J'ai déterminé'avec un:soi'particuher ces coeficiens et leurs 
variations  séculaires: Le rapport’ presque commensurable des moyens 
mouvemens dé Jupiter et dé Sâturne, ‘donne naissance à d’autres! iné- 
galités très sensibles: La‘plus considérable est céllé‘qui affecte le: mou 
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vément de Saturne. Elle: sé eonfondrait avec lé équation du centre, si 
cinq foisté moy érr Mouvement de cette plinète était exactement égal à 
déux fois cehide Jupiter. C’est elle’ qui dans le dérnier siècle; ‘à rendu 
les retours de Satürne à Pétquinoxe du’printemps, plus prompts que ‘ses 
retours "à “Féquinose Pautomné; comme Lalande l'avait remarqué. ÆEn 
général; reqes j'eusréconnu ces diversés inégalités, et déterminé: avec 
plus désoin qu’onme l'avait fait, celles que l’on avait déjà calculées ; je 
Yis toutes les observations ancienries et modernes réprésentées par ma 
thécrie/tavec la précision qu’elles” comportent. Elles semblaient aupa- 
r'aVah esiplicibtes| par la lor de 14° pesanteur universelles “ellés’en Sont 
maintenant uñe des preuves"les plus frappantés. Tel a aË Te S6rt de 
cette brillante découverte "que! Fchäque difficulté! qui s’est élévéé ;"est 
déveñte pour’'elle ; un‘nouveat Suÿét de triomphe; ‘ce qui est le plus 
sûr caractère du frai systèthe dela nature: Irestait à former des Tables 
défJapiter ét de/Saturné! fondées sür ma thécriés ce qui exideait ne 
discussion nouvélle//des ments übservations, ee leur comparaison 
avec ta théorie’, pour en dédtire lés éléments dtmouvement elliptique. 
Delaämbré exécuta ce travail, et'lés tables’qu'il construisit ne s’écarté- 
réntpas d'üne minute ; dés! Mer Pate bien faites et bien discutées. 11 
appliqua mes On 7 aa planète "Uranus que: Hérschel” venait de 
découvrir; étil parvint à représétiter par sé$ Tables, non-séulemént les 
oHébrehvibhs faites depuis cette découverte’ mis encore quelques obser- 
vations de Flamstéed; Mayer et Bradléy'qui avaient observé celte pla 
nète, en la tolidérant comme unéétôile. Désirant donner aux Tables 
de cés!trois planètes), la plus grande /précisiôn;"jai revu avec un soin 
particulier , ‘leur théorie; ‘ét MBouvard l'ayant comparée avec: un 
orand nombre d'observations faites avec d’excellens instrumens, et par lés 
merlents observateurs il'acohstruit de nouvelles Tables de ‘ces trois 
planètes, qui nes racantets pas de ces observations , au-delà de treize 
secondes sexagésimales. Dans les'équations de’ condition, qu'il a formées 
pour déterminer les élémens elliptiques, il laissé comme indéterminées, 
leséorréctions des masses dé ces planètes que: Pon'avait conclues des sb: 
sérvatiôns deleurs satellites. En'résolvant ces équations , il a ‘déterminé 
ces corrections. Il a trouvé nülle à fort peu près, celle’ de la masse dé Ju- 
_ pitér. La correction de la masse'de Satürne'diminue d’unsixième envi- 
ron! la’Yaléur'que Newton‘en:a'donnée”Si Fon'applique à ces’ résultats ; 
lé caloul des probabilités; on trouve'qu'il est extrémement'probable'que 


. 
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l’erreur-n’est pas un centième de leur valeur, La correction de la masse 
d’Uranus conclue des observations de sés satellites, .est peu considérable, 
L'action de cette planète sur Saturne n’étant pas très sensible, la va- 
leur de sa masse est moins sûre, que celle de la masse de Saturne; 
mais elle confirme la valeur déduite des observations des satellites d’'U- 
ranus, et qui vu l'incertitude de ces observations, avait besoin d’être 
confirmée. Les Tables de M. Bouvard représentent aussi bien qu'on 
peutile désirer, les observations anciennes de Jupiter et de Saturne, et 
la conjonction dé ces deux planètes observée par Ibn Junis dans l’année 

1007. Cet accord prouve que depuis les temps anciens jusqu’à nous, 
l’action des causes étrangères a été insensible. 

En considérant le peu de différence qui existe entre cinq fois le moyen 
mouvement de Saturne et deux fois celui de Jupiter; on voit qu’un léger 
changement dans les: distances moyennes primitives de ces deux planètes 
eût suffi pour la rendre nulle. Mais cela même n’était pas nécessaire à 
cet. objet; car l'attraction male des deux planètes eût rendu cette 
différence constamment nulle; :dansile: cas où. elle ne l'aurait pas élé à 
l’origine; pourvu ‘qu’elle ‘eût ‘été contenue dans d’étroites limites. On 
verra bientôt: queces limites sont à peu près, plus où moins quatre 
dixièmes de la différence observée ; et que pour faire tomber cette diffé- 
rence dans ces limites, ‘il suflirait d'augmenter d’un 530,° la moyenne 
distance de Saturne au Soleil, et de diminuer d’un 1300°, celle de Jupi- 
ter. IL s’en est donc fallu bien peu que les deux plus grosses planètes de 
notre système n'aient offert un phénomène analogue à celui des trois 
premiers satelhtes de Jupitér, maïs qui eût été bien plus compliqué, par 
sa grande influence sur les variations séculaires des élémens de leurs 
orbites. 

J’ai donné dans le sixième Livre, l’application de mes formules au 
système, des planètes principales. Elles ont été appliquées aux quatre 
planètes télescopiques découvertes ‘depuis’ le commencement de ce 
siècle. L’excentricité considérable des orbites de Pallas ‘et de Junon 
rend,les approximations peu convergéntes. La recherche de nouvelles 
méthodes pour soumettre leurs perturbations au calcul, sera utile à 
l’Astronomie et à l’ Analyse. | 

(Clairaut;s’occupa,  lepremier.,;: des per turbations des comètes. Il 
applique sa! solution duproblème: des trois’ corps, au retour de la 
comète de 1682. Cette comète avait été observée en 1937 et 1607. 
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Halley avait déduit.des observations, lés antervalles:desses passages au 
péribélie, de, 1531.à 160%.et-de,. 1607, à: 1682vet,iloe avait;concla 
sonretour vers la fin de: 1708,.0u au,commencenent de; 179594 Glairaut 
se proposa. de, rechercher la différence entre. ces: intervalles et; celui de 
son ‘passage au périhélie. en. 1682 , au passage, [prochain Aprés: d'int- 
menses. caleuls,1l:annonça à A cadémie,des. Sciences;, dans $a[ séance 
publique, du: +1 novembre, 1758.,,que le. dernier de ces’. intervalles 
devait surpasser ile présédents d'environ. 618 jours, /eb-qu'eh -donsé- 
quence, la comète passerait,à son périhélé vers le:mihewd'avril ag5g; 
Il observa en même temps que les petites quantités mégligées :dänsces 
approximations, RON EEN" aÿancer ou reculer ce terme; d’un,moïs; ll 
remarqua .d’ aleurs,: «qu'un Corps qui passe dans, des ;régions-ratssi 
». éloignées ;:et qui échappe: à nos, ÿéux;péndant:des intervallesvaussi 
». longs, pourrait être soumis. des forces totalement inconnues; stellés 
» que l’action des autres. comêtes ou! même de quelque planète se 
». distante, du Soleil, pour: étre-Jamaistaperçue.: » | 

: “Il eut la satisfaction, de, xoir, sa prédiction iaçcomplie. Fr cornète 
revint au,périhéle le 12,mars,17509; dans:les dimites des'erreurs dont 
ileroyait.son. résultat, susceptible Aprèssurieutévisionsdeises calculs, 
Clairaut. a fixé,.ce passage. au.4 avrilret, il J'aurait/avancéqusqu'au 
24. mars, c'est-à-dire, à douze..jours seulement de obsérvation,:sil 
eût employé la vraie valeur dela masse de, Saturne: :Gette HErretrdo 
paraîtra. bien petite, si l’on..considère:les erreuis, inévitables: dans :des 
approximations aussi. nombreuses :et aussi compliquées, ‘et l’influencé 
de la: planète Uranus dont l’existence,.au:temps. de:Gldiraut ;rm'étañt 
pas.connue. On doit, donc regarder.ce travail de; Chuiraut, comme nne 
belle confirmation du principe de, la pesanteur. universelle. L’arinonce 
de ce: grand géomètre. sur le retouride la comète de2739; donna:heu 
à une, vive discussion, sur la manière d'apprécier sonerreur-Quüelques- 
uus voulaient. la répartir surda,;révolution:entière.de-la:comète. D’Alern: 
bert. jugea avec: .raison.,, que, cette,€érreur-devait.:se rapporter àrrla 
différence de l’interyalle.entre.les passages au périhélie de 1607:à 1685; 
à l'mtervalle des ;passages.au.périhélie de 1682 à 1799: Iétendit aus 
comètes ; sa; solulion, du, problème des, trois:erps!, (maissañsenifaire 
d’ at ESaRe numériques, C’est-principalement aux perturbations-des 
comètes, que la méthode.de; la variatioi-des: élémens elliptiques ‘ést 


_appropriée.-Gette.méthode donne immédiatementices élémens par des 
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quadratures mécaniqués que’ l’on peut Simplifier, sur-tout lorsque 
l-comète est à une distance considérable de Ia planète perturbatrice. 
Lagrange a développé cette méthode dans la pièce qui remporta le prix 
de l’Académie des Sciences , én 180 $etje Pat présentée avec étendue 
dans 16 féuvième” Livré: MM. Encke et Damoiseaul ont calculé les 
perturbations de la singulière comète dont la période n’est que de 
1200 Hours; et: M°Diämoiseau, dans une pièce couronnée par l’Aca- 
démie dés Sciences de Turin, à calculé le retour prochain dé là comète 
de 1559. L’Académie des Sciences de Paris vient de provoquer de 
nouvelles rechérches sur ces deux: objets, ‘en les proposant, pour le 
sujet-du'prix qu’elle doit décerner en' r826, 

Lies-séomètres ont soumis au calcul, les perturbations que l’action 
des comètes peut faire nor aux planètes et spécialement Yà [a 
Terre. Getté action a été jusqu’à présent insensible, les perturbations 
produites par Vaction des planètes et des satellites safhcant seules pour 
représenter les observations. Il'en résulte que Jes masses des Comètes 
sont extrèmement petites, ce que leur apparence nébuleuse confirme. La 
comète que l’on observe maintenant, est une nébulosité sans queue, 
dont le diamètre’est d'environ deux minutes sexagésimales., et dans la- 
quelle 6n me distingue point de noyau. Cette masse de vapeurs 
n’exerce qu'une action insensible sur ses molécules extrêmes qui, 
comme ‘la masse entière, n’obéissent qu’à action du Soleil. La réou- 
laritésavec laquelle son mouvement suit les lois du mouvement para- 
bolique; montre l'extrême rareté de la lumière et des autres fluides qui 
peuvent être répandus dans les espaces célestes; püisqu'ils n’opposent 
aucune ‘résistance sensible, au mouvement d’une nébulosilé aussi 
rare. Mais cette résistance, quoique insensible pendant lapparition 
d’une'comète, peut dévénir sensible pendant une longue suite de ses 
révolutions, Son principal effét est par le chapitre VHT du dixième Livre, 
de diminuer sans cesse les grands axes des orbites: On peut expliquer 
ainsi la courte: durée de la révolution-de la comète qui à réparu aprés 
un'intervalle de 1300 jour; ét quiid doit: reparaître sahis cesse Après un 
semblable ‘intervalle; à “moins que Pévaporation qu ellé éprouve à 
chacune ‘desest apparitions ; ‘ne finisse par’ Ja! rendre! rmyisiblé. 
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CHAPITRE" pri Sais cr 
: a | 426 
ND: Nb 


hp, Pre à sur quelques CL re second: Livre 3 


251 





ÿ {50} 1 Fe J167 196 Là cart 


re ha variations mp PH Er moemenE eUiptique. ) Ên 


2. J'ar donné dans le chapitre VIII ‘du second Livre, les expres- 
sions’ différentielles, des) élémens,,du,mouÿement elliptique:J’ai repris 
cet objet d’une manière encore plus générale, dans, le Supplément: à 
la peanue céleste. Je vais ajouter ici quelques considérations à ce 
que jai dit dans ce Supplémônt dont je conservera les dénomina- 
tions , et que je suppose que l’on ait. sous les yeux, 

5 équations (5) et (6) de la page 6 de ce Supplément , supposent 
que lon néglige les carrés et les puissances supérieures'.de-puet de g, 
ce qui revient à les considérer comme infiniment, petites. Mais il est 
facile d'étendre ces équations, au cas où ils sont finis. Pour cela, ima- 
ginons sur la surface d’une sphère, -deux arcs AGret BCsercoupant 
en C, et dont le premier représente un plan infiniment peu incliné à 
l'orbite représentée par BC, C étant le nœud ascendant de.cette orbite 
sur AC. Représentons encore par l'arc BAM, un autre plan fixe for- 
mant avec AC, langle:aigu. et. finr CAB. É nedonnepointici: cette 
figure, parce qu'elle est simple et facile à tracer, d’après les indica- 
tions précédentes. Nommons 7 l'inélinaison de Vorbite BC sur BM 
ou le supplément de l'angle CBM. AC étant ce. que y ai nommé Ÿ dans 
le Supplément cité, et l'angle ACB étant ce que J'ai nommé y; on AUrA | 
en désignant par 7 la demi-circonférence, ét Par, À. Jans sle CAB 


MIIGIÈGE) 


AR TV RYE # + suce ABC. 


nt. ment 


se 
22 = 


La surface ABC est aux infiniment petits près du second ordre , égale 
à (x —00s 8:)set: pär iconséquent: égale by 17. désignant dans 
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le se Lo Y cos Ô; on donc iortol 00 


ce qui donne en rent 4 TI } 7 


PRE : dy. 


"A 


On a ensuite, en Rae ÀB — De 
sin FE ES sin y! 


Ce qui donne en observant-qué #.et J: -sont idfihiment petits, et que 
y.sin 8 est°ce que noùs'avons nommé P dans lé Étapes 


dp ='df. sin y 


Nommons:présentement 6“ la distance tu nœud” dé” lorbite sur BAM 
au point fixe M; eb Fssons° 


D sin y Sin LA gl = sin y. cos 8'; 
on aura, en observant que df = db, 


dp'= dy"11cos y". tsin (ES af. sin >". cos W’, 
dg = dy": cosy. cos 8 — df. sin y . sin W!. 
L'expression précédente’ de dp donne 


Ma 
fo sny 


On a ensuite par;cequiprécède ,:dÿ"}=4d7 ; on aura donc 





dp'—=dq .,cos y". sin GE ap cos O7, 
da’ = dq, : COS 712 CAVE sin 6° 


Si Pon” substitué au lietl de D É dq Teurs valeurs données par les 
équations (5)-eé (6) de la Fee 6 du Mes où aura 


= = [cos cos sa . sin “. SE “cos8' de 2)} 


111) Y* 


On a RENTE en CARTE ressentent R. comme fonction 
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de p et de g, et comme fonction de p# eb deg, 0 200 1€ ,uomblqars 
dR Next et y 
(E ) # La È RES e ii Ra à 29 
y ACTE Pré PART 


En substituant pour. A et dy kurs valeurs srécédletnes encdp" étdg, 
et comparant nn les coëfliciens de ge et de dg, on aura 


“ 
— 4 À D Hire As + {! ÿ. eJ 


B)E di eh ma, (a 2) sin d", 


s(@)22() 160$ , l°si@ A 5] 
1919314 q1e PA D'«'omton en10vs eo oun 93190 


’ 


Ces valeurs de Ga, et de 9 subshtuéës dans expression précé- 





dente de dp’ ie LE b 59: 1D' 01 0 Jromistrise ÿE( e HOMO 1 
| rt — vo - Pisoxil Jioq vu: 
or de 2 
On trouvera de la même manièreg, Le 


= 3JJD | 
ns Se ALT) bec 
Vie Y G ar 
Ces équations sont rigoureuses , et “Peuvent être substituées aux équa- 
tions (5) et (6) du Sp lneEs cites À | | 
On peut en conclure, dé celte manière, les/valeurs de dy’ et de dÿ. 
Pour cela, on observera que: 


— 


sin y pp ga tine re 28, 


ta 


ce qui donne ; € | — É F SES . A Paso | 
dy. sn y . cos = _ D'dp! in 22 3 
dÿ . sin* = = g'dp!. ne p'dg'. 12828 SC ee _ 


Substituant au jen: de, ap. et) de. dg,. leurs valeùss. phévélantes on 
} 
aura | 


ap ” sin y = AS RTE €? 1F4 (7) = HE: k 
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7.) 4p + ÿ EG) FES (à) ds. 


En etant pour D" ct dy ; ; teuts aleuté précédentes , et en com- 
parant séparément-les sésficiens de BC de, dy on aura 


{ tan 3, 

(OMS AE EU 

pe cos" b° SE Re ) sin 6” RUE 
\G8 sin Kdy' Z cosy ? | ROUE 


sin 0 cos 8° 
(Dex | a) sin Et G ET 


l’où Ar üré °° Sp | | 
P' = mg GE LC) 
on a donc 
AS siR0ÿ ne — e? (æ) 


On trouvera de ka même manière, ne 


RES 2 
a = 





FF sin y». ES à dy f 


rs 
te ne A à - 


He 


De re im Rares er à 
ss RD DHELIIUT. 


ER 


ee à a 
cer | = 

- — es _- a TRIDY 2 

RENTREE TE RETRAIT SES 


En ajoutant ces deux étations multipliées respectivement par dÿ' et 


— dy ; on aura 
0. = GS) dy + Es de". | 


Aïnsi , la fonction R est constante eu “Bad aux variations de 8' et 
de y. + RS hf — ; , NAS 

Si l’on réunit. ces ent aux équations (1 (1), (2), (3), (4) du 
Supplément cité, et'si lon désigne ‘ïci par 7 et 6, ce que nous venons il 
de désigner par. ct d'; On aura 11e Six RARES suivantes : | ji | 


da = — 04° des Fe | s Lépies D ESS (x) 


d arulé . V/r—e° 
—= AL sent Ÿ à Shen Si 
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RARE ES Se 
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ee 
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tartes + aidt.i, Wx— dR | CH 
RE nr. Er: | RES . > Hs es F2 (4) 
ru et sin,» À Sr: Gi re ((@).: 
des tee E supi 
ee v. Pa re my Vie RE «0 : 6 


On doit A pr que Ja différence parle es. “s doit être priseici, 
sans faire varier 7: AA D 

Dans la théorie des variatioris Ps À 1 est plus, éme d’employer 
au lieu des quantités e, æ, 2 8, les À Ent h, l, p,q,.en faisant 


HEAR AE = e, COS 77; 
Re \sin PSE CO. 


Si l'on néglige les carrés de: e \et: ES .x et leurs produits, eu égard à 
l'unité; si l’on susbtitue pour = 35 et si Von observe qu’en n'ayant 
{ <e- } ses a. 5 $ 
égard qu ’aux variations séculaires, où doit négliger aR, ou le Süpposer 
LÉ les équations (3); (4), (5) et. (6) donneront les suivantes : 


£rys- L T2 


Sa ) sh CT YAYA 
"78 ME TT. 7e GX, 
cn à 1 LES RESTE ein EE. 
C2 A Va = 7 ntas, DR. Dh 


À ‘dR 
LE Fr ss Ts LT 
nlcissior seul; sur 


sv 7 qe | mi 4 Ven Ge). 


: L 
4 ti pe 
+ 1° 


| où à L'on. ne doit. or eane re une, ‘première approximation, que la 
partie. de, R,.constante et ‘dépendante. de..h, L, p et.-qg. Cela posé; si 
lon. développe l'expression de R. du n° 46 du second Livre, et si l'on 


ee per Æ quantité es sus sbnitoni 
‘73; im at à a be 2. 
TE CT hp EN notqhrie est sp” 


2 +) (a, a!) + ad (a, a)" s 
— Sam. CE ra! FE AEEA Po ÉE NE 
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(a, a') étant la partie ioPpen dust de "dans le développement de 


(a — 2aa.cos 8+ à dE , suivant les cosinus de 8 et de ses multiples; 

(a, a!) étant le coefficient de cosb dans ce développement ; et la carac- 
téristique Z servant à exprimer la somme de toutes les quantités sem- 
blables à celle qu’elle précède , et que l’on peut-former en considérant 
deux à deux les masses 77, mn, mn, etc.; on aura les <HMAUIQNS sui- 


vantes : 
dh _ça de). 

Me dé di 

\. . 2 — 

ml . a Le 
D IT. à D 
« [, a ai Va = er 7 (| 
dl Va (© dp 
ie Se Va = …— 1) 


etc. 





Ces équations sont les équations (A)-et (C) des n°° 55 et 59 du se- 
cond livre: Lagrange. a donné le premier les équations (C) relatives 
aux inchnaisons et aux nœuds des orbites, dans les Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences de ‘1774. J'ai donné les équations (A) dans les 
Mémoires de l’Académierdes Sciences de 1772. Toutes ces équations 
sont linéaires et facilement intégrables par les méthodes connues. Leur 
forme symétrique et fort simple m’a fait voir que leurs intégrales ne 
renferment par rapport aux temps,” ni exponentielles ni ares de 
cercle, et qu’ainsi les excentricilés et les inclinaisons des orbites sont 
fonctions de sinus ét de cosinus d’angles croïissans avec une grande len- 
teur, et indépendans'de la cotfiguration mutuelle des planètes; en sorte 
que fe orbites planétaires ont toujours été et seront toujours presque 
circulaires et peu inclinées entre elles; ce qui assuré la Stabilité du 


système planétaire. Il est nc de voir que les éraétions précédentes 
donnent | 


m Va (hdk ll) + m'V& (W'dW + T4) +'étc. 


m . Va (pdp + qdg)+ m Va (p'dp® + g'dg") + etc. 
MÉcax. céz. T'ome F. 45 
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d’oùlon tire enäntégrant: 
.mVa em. Va ete = C; 
.mVa + y" LUE Va chi etc. — CG: 
J JH90192$87 1 
C et C’ étant deux constantes très be a en PETER que e,e', etc., 
y, Y, etc., seront toujours des ‘quantités très petites. 

Lagrange, dans la seconde édition de sa Méçanique analytique, 
observe qué si la masse 77° est _trés petite, par, rapport à m, comme 
Mars relativement à Jupiter dont il n’est pas ‘la centième partie ; alors 
le terme em! Va sera _toujours:du même. ordre que-<t1\/a; quoi- 
que e’ croisse considérablement et devienne même égal à unité. Il 
en conclut que l’on ne peut -être alors. assuré que e’* conservera 
toujours une petite valeur, qu’én’‘résolvant l'équation algébrique qui 
détermine les coefliciens du temps, dans les. sinus _et, cosinus des 
expressions de h, L, h', l'/ etc.; et en s’assurant que les racines de 
cette équation. sont LE réelles. Mais,si ce grand géomètre eût con- 
sidéré ce que j'ai dit dans les Mémoires. de Diane des Sciences 
de 1784, et dans le n° 57 du second Livre de la Mécanique céleste ; 
il aurait vu que sans recourir à cette résolution, je démontre que ces 
racines sont toutes réelles etrinégales: -— 


Sur le développement ‘en: série ; des puissances du radical qui UNE 
la distance ‘mutuelle de deux MAT : 


3. Si l’on nomme r et te js rayons Hp a He planètes, -et8 
l’angle au Soleil, compris entre ces rayons; 1, distance mutuelle des 
deux planètes’ Séra | a. 


ë V/r— 277". cos Ë tar? .e2irrn Oui: SFA 


— «' 
"NO "LI. ess À E— 


r et > diffèrent toujoprra: peu des moyehnes:distances-4-et,a" de ces 
planètes ; en sorte qu'en désignant r_par . a dr, par ddr; 


on aura en développant le radical dans une série ordonnée suivant 
les puissances et les produits de dr et’ de dr", he stite de termes mul- 
ue, par. les puissances successivement, décroissantes du radical. 
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Supposons 4’ PRE grand que &, et faisons Es 43; Cerradical: deviént 








&: VIE 2&, Test F 2. Le 
Considérons généralement la à puissance, 
«A — 20 co80 “a 2 


et supposons qu'en la développant dans une sér 1e ordonnée par rapport 
à cos, cos 20, nn où pit la Suite, 


b moe st a DES 70 0 10 += ete. 


on aura, Par, Sr n°10 de ue ES rt 


COPA NICE LA CEA D PET AO) 


Cette équation aux différences finies peut étre intégrée àu moyén d'in= 


tégrales définies, par la méthode que j'ai donnée dans ma Théorie 
analytique dés Probabilités. En faisant d’après cette méthode 


bO= fxirou dt, 


® étant une fonction de x; il. faut: déterminer. ® et les limites dé 
l'intégrale fx'odx:;.ce.que. l’on: fera de..cette.manière. 


On substituera cette valeur de 2% dans l’équation aux différences 
finies. (a) qui-devient ainsi | 


o—=(i—s)e. fx. en) ia) RTE pdr(its—2)a SAT p4dx. 
En intégrant par parties, on aura 


CE. ®z fees (repra) + a xt] : 


fx. gd [(— 1)& (1 ax GE 1) a] | 


Cie der Ge) ar. 


Cette RTS doit, “vante la méthode que j'ai citée, se partager en 
deux, en égalant séparément-à-zéro les termes compris sous le signe 
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intégral sice quidonne Jin À 102 

o=.[(s—1)et( ia} (sr)er de—edh [ct ( bot) ars ir 
o=2x7.p.[a—(r +e)2 ax IN 


La première de ces équations donne en l'intégrant 


_— 


8 } . sd” 


Caiclr re) 
er [a—(1+e)x Hart ? 93a9b9987 


H étant une constante-arbitraire. La seconde équation qui sert à déter- 
miner les limites de intégrale, donne pour les limites de l’intégrale 


JTE - 


mm he - à = ET — — —— VE ee ne = rer a == 
m_ ses = AS + E TE Se Es — Es UT NIET ST ue à == —n_— = 
= Ts" #2 : EE = : … — _ 2 To ue de tr == a . SE 
euh Sn EE ER EE SRE == e- - — — 2 ER EE 
Re Te ET es — Z nr —— - ee ass — —=- = 


om xitia[@ (1 Le)æ + ae De DS) 


On peut toujours supposer s moindre que Punité ; parce qu'ayant 
pour ce cas, la valeur de 2%, on peut par le n° 49 du second Livre. 
en eonclure la valeur ET à tous les cas où s est Re ou 


a ge 


Di 
Hi 
ri 
A1 
1! 
| 


diminué d’un nombre entier: Dans le cas des planètes, s = : , et l’équa-- 


tion des limites devient 


ox T7 - 4 Le m— 7 Fair 


dont les racines sont, lorsque z est égal ou plus grand que 2; 


“Ai 3 


= 


= ” =——s$ _— ! } be + ms qe 


Aïnsi l'intégrale complète de l'équation (a) est alors 


DÔ=H. gi H’. ont ET dr k 
: VG@—:x) (x nd LoYe=x)(— ax) 


la première intégrale étant prise depuis, Lx 0 ME à Ze, et la 
seconde étant prise depuis d'à jusqu’à à. EE H et H! sont deux 


arbitraires. Cette dernière intégrale ARJropEte dans set de b, Gi) 


des puissances, négatives de «de londres 5 Ce.quin'a point leu:pour 
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les planètes. On doit donc alors supposer H' nul. Pouriaÿoir l'intégrale 
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l'intégrale précédente dues ainsi t DS 
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cette dernière intégrale étant{-prise depuis |{="0;jusqu'à {= 1; c’est 
l'expression de 29. Soit 


a . 1 7 :4a Tv + ÿ x 
CA Gi aq NO "43 SD ‘TGS Y 
> (1 d*) = Fr À Por 2 


1 
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c étant k: Al pol le. DÉte rue a est, l'unité : on 
aura en développant en série 
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Eorsque : est un grand; nombre, les termes qui suivent le premier dans 


le second me deviennent successivement plus petits et sont des 
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335 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
la demi-circonférence dont le rayon est l'unité. On à donc, lorsque z 
est un grand nombre 


| Hi. V7 


| VE= Ge 








Det 


: , : 1 LA » 
# © L Ne CO Æ _ nn 


Pour déterminer. H, nous observérons que. po, 6 étant, ble pofcient de 


cosi8, dans le développement de (1 — 24. c058,-#+ a) 5, ou:de 


à ZE P——° — « = en 
VeY él) siN up) 
on a pe À RE M 


200, = ——_——— ——— 


'É S 1.5.5...(2i—1) 2iL1 1 2itr. ir 253 1.3 
1 ANRT “|: DA 27 7 PTS EUR En ur 


2iH2 2) 212, mL 2.4 et te. | 


Considérons OR comme fonction de-z ét de æ, et développons cette 


fonction guivant les puissances Geendantes de :. Le‘prémier terme 
/ du facteur 


21 1 


Li Dir 25 1.3 
: . “+ À RE 
2142 2, . 24 + 2, 25h 4 
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OL Ts. 436 Tete. 
ou Days j. Tags LE 309. 5e — 
CCD 
Le premier terme du facteur ..: ja 5h affuen 


1.3.9... en, 
a Pre 





développé suivant les puissarices descendantes de ds eut être ainsi 
déterminé. On a par les théorèmes connus ; pour- le premier terme 
du produit, 1.2.3..,. 2, Ja TD. 


(2) hic VS 
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et pour le premier térme du produit 1.2.,.2, le terme 


Es Are: 


le facteur précédent devient ainsi dr: premier terme de la va- 


4 VE 
leur de 2%, réduite en série par rapport aux ‘puissances descen- 
2 
dantes de z est donc 
a 
2 « Vi (1 ou y 


mais par ce qui précède, ce premier terme est 


ä.Vr 


Vi.G=e)” 








on a donc 


et par conséquent, (EST: à 
À OU Eee ÉD Peu ee ut D 
D eee PT NE 2? 

2 mi 2e”. Jen (- (2 +) 


lintécrale étant prise dou z nul jusqu’à t égal à l’umité. & étant 
toujours moindre que lunité, on voit que les valeurs de #,® de- 





viennent de plus en plus petites, et qu’ainsi la série du développe- 


ment de (1—2æ.cos0-Laæ’) =, est très convergente. 
De la grande inégalité de Jupiter et de Saturne. 


4. 1 résulte du n° 65 du second Livre, qu’en considérant l'orbite 
troublée d’une planète, comme une ellipse variable ; si l’on nomme 4 
la longitude moyenne de Jupiter, ('’celle de Saturne; l'expression 
différentielle des grands axes donne les deux équations différentielles 


PE = qusin (50 — 24 + A), 
Te = g. sin (50'— 20 + A), 


dat” 
q', g', À étant fonctions des demi-grands axes des deux planètes, que- 
nous désignerons par & pour Jupiter et par a! pour Saturne, des 
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excentricités et des inclinaisons des orbites, des longitudes des péri- 
hélies et des nœuds, enfin des époques de la longitude. Nous regar- 
derons ici ces quantités, comme constantes ; ce qui, pour notre objet 
peut être supposé Sans erreur sensible. En faisant donc 


? 


V=s—2%+A, 


ce = (59! — 929) sin V, 


nous aurons 


d’où l’on tire, en multipliant cette équation par 4 V et en l’intégrant, 
£ dv PERSO FEU RE 2 DEEE T1 
7 = Ve — (107! — 49) cos V : 


c étant une constante arbitraire. Relativement à Jupiter et à Saturne, 
c est égal à b7'—2n, nt et n't étant les parties non périodiques de leurs 
Jongitudes moyennes. fé à 

Si c* surpasse (109 — 4g) pris positivement, on pourra réduire en 
série convergente, la quantité sous le radical ; et alors on obtient, pour 
Jupiter et Saturne, la valeur qui résulte des formules du sixième 
Livre, Mais si c* est moindre que 109! —4g pris positivement ; l’angle V 
ne peut plus croître indéfiniment ; il ne. peut qu’osciller autour de l’un 
de ces deux points, zéro et la demi-circonférence. Ce changement de 
révolution en oscillation , aura lieu si, en faisant varier z et »' de 
dr et du',ona 


Sn! on tb dr = 29n — \/ 109! — 4: 


la quantité sous le radical étant prise positivement. Cette quantité 
peut être supposée sensiblement la même pour toutes les valeurs de 
d'u et dr’, pourvu qu’elles soient fort petites relativement à zet.7/; 
parce que les demi-grands axes &.et 4’ dont q et g' dépendent , restent 
alors à très peu peu près les mêmes. Les deux grandes inégalités de 
Jupiter et de Saturne sont à fort peu prés, 


[4 


PDA ET Te 
an - sin V. 


_ 


ad Er : : 
=——— , sin 
(5n —2n) Y; 
Dans les dernières tables de M. Bouvard, ces inégalités sont en secondes 
centésimales , 


3662",4 . sin V; —68895",7 . sin V; 
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les deux limites de Poscillation de, >, sont donc 
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Ed! rar ne —=—.0,058.(57n! — on). 


Alors le moyen mouyement de Saturne deviendrait exactement les deux 


cinquièmes de celui de Jupiter. Si l’on fait J'n égal à dr, l’équation 
précédente donne 
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11 eût donc sufli de faire varier de ces petites fractions, les distances 


moyennes de ces deux. planètes au Soleil, pour rendre leurs moyens 
mouveémens commensurables. La SR EDS de V aurait alors 
présenté des difficultés; mais 1l est inutile de nous en occuper, . 


Sur la détermihation des orbites des comètes bar les. observations. 


5. J'ai donné dans les n°° 28 et smivans du second Livré, üné nouvelle 
méthode pour déterminer les orbites des comètes.; Elle consiste à déter- 
miner par les observations, en partant d’une époque fixe, la longi- 
tude et la latitude :géocentriques de la comète, et leurs premières et 
sécondés différences, divisées par les puissances correspondantes de 
l'élément dt du temps supposé constant. On conclut ensuite:rigou- 
reusement, .des équations différentielles du mouvement.de la comète, 
sa distance périhélie et l’instant de son passage par le périhélie. Pour 
obtenir avec plus de précision, les données: dont je viens de parler ; 
javais proposé d’employer plus de trois observations, en ayant soin 
d'augmenter l'intervalle des observations extrêmes, en raison du 
nor des observations employées. Mais mdépendamment de la lon- 
gueur du caleul, les erreurs des observations nuisent à: l'exactitude 
que l’on peut attendre de la multiplicité des observations ;: et il me 
paraît préférable de n’en employer que trois, en fixant Poe a 
l’observation intermédiaire; et en- prenant tes observations extrêmes, 
assez peu distantes entre elles pour que dans l'intervalle qui les 
sépare, les données précédeñtes-puissent être. supposées à fort peu près 
les mêmes. 

Soient &,, æ, «' les longïtudes géocentfiques de la comète, dans la 
première, dans la seconde ‘t dans la troisième observation. Soient 
0,, 0 et 8 les latitudes géocentriques, correspondantes. Désignons par z 
l'intervalle de là préntière.àx Ir sééonde observation, ét par 1! l'iñiter- 

valle de la seconde observation à la troisième. Prenons pour époque la 


seconde observation, et désignons par @, 0, h, l, les quatre difiéren- 


de der d@ dd 


ss 7 re les f 
uelles —— 1 In) JTE Nous aurons par les formules connues, 


les quatre équations , 
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g'— à RUN Ru bre is Sp EEE HR sp à 

“ab | Bin 
On doit observer ici, que les intérvalles et À sont égaux aux pro- 
duits du nombre des jours qu’ils comprennent, par ER que la Terre 
décrit dans un jour, en vertu de son mouvement Hoyen, En suppo- 
sant donc que dans les équations précédentes, z et ? soient ces nombres 
de jours; ces équations donneront, en y changeant &, b,A,/l, en 
d,b,h,1, les Valeurs de ces dernières quantités, en secondes. Si 
elles sont sexagésimales, on aura les logarithmes de & et de A5; en ré: 
tranchant ‘des logarithmes des nombres de secondes contenues dans 
a ét k", le logarithme 3 550007 72. On ‘aura lés-logarithmes de b”et 
l, en ARRET des rate EE des nombres dé Sécondes COLE 
nues dans Ÿ’ et [’, le logarithme 1,7855874. | | 
On as er avec plus æ exactitude, les quatre inconnues 


a, b, het 1,en employant d’autres Abd , pourvu qu'éllés "soient 


comprises entre les deux observations extrêmes précédentes. On'aura, par 
ce qui précède, les équations relatives aux observations ajoutées. On 
formera ensuite, de toutes Ces équations, par la méthode la plus 
avantageuse, quatre équations finales qui détermmeront les inconnues 
a’, db, k et 1. Cela posé, les équations (1), (2) QE et (4) ‘du n° De du 


end Livre , donnent les suivantes : 


x? 


cos: à. 


— 2Rzx . 60s rie ani (a) 
HE — 2 R.sin (© —à) e — x) À x": (a!) 


by = — x (ne : tang 0 + = L + a. sin Ô . cos )i(a") 
+ = R'sin 0.680 : cos (© — &) (& 217); 





Le ra 1 2hy. tango 


cos” 0 AE axe" SE cost re 
+ 2y LEE — (RE) cos (© — ST Ci 
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Ces équations sont relativesau mouvement parabolique ; rest le rayon 
vecteur de la comète, au moment de l’observation prise pour époque ; 
R, est le rayon . vecteur de. la_Terre, sa. moyenne--distance au Soleil 
étant prisé pour unité; © est la Pad du Soleil, à Pinstant de 
l’époque ; R/ est le rayon vecteur de la Terre, lorsqu'onlausmente © 
d’un angle droit'; & et sont les longitudes et les latitudes géocentriques 
de la comète au moment de Ppores æ est la distance de la comète 
au centre de Îa Ferre, projetée sur _le plan. de l’écliptique. Enfin 


de Re 
PSE sd 


RE | 

IL ya, comme on are “plus d'équations que. incarne ‘cer qui 
doit avoir lieu dans le mouvement parabolique, en vertu de la SUPpoO- 
sition du grand axe infini ; il. faut-donc‘alors ou choisir entre les deux 
équations (a) et (a’), ou. 1 combiner de la manière la plus avanta- 
geuse, J'avais proposé dans le second Livre’, d'employer Péquation: («’), 
ou l'équation (a”), selün que 2:est plus mal ou plus petit que /. Maïs 
depuis, m'étant fort occupé de Finfluence des erreurs des observations, 
sur leurs résultats ; jai reconnu que le moyen le plus propre à diminuer 
ici cette influence, consiste |à combiner ces équalions’, en multipliant 
l'équation (a!) para, l'équation (a") par k, eten ajoutant ces Poe 
ce qui donne HS, suivanle ; 


Ex.sin (O — a} 'A.5Mm0:. 6056. cos (© —2)] à R. (! Pr 
2 (a° + /°) 7 ae 1x) 
— x(7À. sine? tab RER LE Lath. sin0. re 
a+ 7e 


FF ms 
I 





On combinera donc cette équation avec les équations (a) et (a/'), pour 
avoir les valeurs de.æ, 7; r..On fera-une première, supposition pour x, 
et l'équation (a) donnerä la valeur correspondante de r; ensuite l’équa- 
üon (a'*) donnera la-valeur. de 7. Cesivaleurssubstituées dans Péquation 
(a”) doivent y satisfairessi la valeurde'x à été'bien choisie. Si cette 
équation n Est pas 5 dust itàe on prendra ne Seconde yaleur de æ; et 
ainsi de suite. Quelques essais feront bienlôt connaître la vraie ler 
de x: On en conclura, comme dans le n°36 du-sécond Livre;-la distance 
périhéle, et l’instant de passage de la comète par. le périhélie. On for- 
mera la quantité 


Li 


LIVRE XV. 345 
col (y + Ax.tang0) — Ry.cos(©O — «) 


+ [C2 LR — 1) COS (© — 0) | — Rax.sin (© — 0) 
+R: (Ro). | | 


En désignant par P cette quantité, et par ,D la distance périhélie ; 
on ‘aura 
D=7r— :P; 


… 


le cosimus de l’anomalie que nous nommerons v, sera donné par 
l'équation 


COSU 3 

et l’on en conclura par la; table du mouvement,.des comètes,,, le! temps 
employé à parcourir l'angle u. En ajoutant. ce temips à l’époque;rou en 
l'en retranchant,suiyant que P'est négaüf oupositif; on aura l'instant 
du passage au périhélie. 

Ayant ainsi à peu près la distance périhéhe de la comète, et l'instant 
de son passage au périhélie, on les corrigera par la méthode du n° 36 
du second Livre. 

Pour faciliter Pusage de ia méthode précédente, je vais présenter ici 
l'application que M. Bouvard.en a faite à la comète que l’on observe 
maintenant, 

On a choisi les trois observations suivantes évaluées en mesures sexa- 
gésimales et en temps moyen à Paris, compté de minuit. 


Août 1824. 


Longitudes; observées. Latitudes observées. 


16É0080z2 aa :1 02 6h8 90008 uni 6, SA SES 187 42" Bor. 
230° 31" 33" RE 57° 42! 22" Bor. 


=,224 6680 eux Uii5129288 8% Bon: 


a 
2APOUI ITU 
(42 


| 


20/,87972. 41e. » 


En prenant'pour époque moyenne, l'observation du 22 août, les 
nombres de ‘jours £ et 2” Seront | 


1 5/,99552; ‘? = 5/,978r0. 
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On aura ainsi, rélativement à la longitude, les deux équations 


5,09352 « d — 17,06115 . D = —. 6°,95834; 
5,97819 . a'1#-.17,86938 . D = — 6°,41750. 


La résolution de ces équations donne 
QG —=— 4021",807; ‘b'—52",6188. 


En retranchant du logarithme du nombre de secondes de cette valeur 
de — a", le logarithme constant 3,5500072, on aura pour le loga- 
rithme de la valeur de—«, 0,0544141. Retranchant du logarithme du 
nombre de secondes de cette valeur de 2", le logarithme constant 


1,7855874; on aura, pour le logarithme de la valeur de 2, 1,9355575. 
a est ici 230°31/ 337. 

En considérant d’une manière semblable les équations relatives à la 
latitude, on ‘formera les équations 


5,09352 . h! — 17,96115 . l = 2°,39445, 

5,97819 . k° + 17,86938 . L — :1°,85999 ; 
d’où l’on tre 

h! = 1298",041;. l = — 53",1516; 
ce qui donne pour les logarithmes de k et de — 4, 
1,5568434;  1,9300266, 

et l’on a Ge 5042227 
Pour donner un exemple dela manière d'employer plus de trois 


observations, on a considéré les observations. du 20 et du 25 août, 
qui donnent 


Temps moyen. Longitude observée. Latitude observée. 
20i,03635 232° 44/56" 56° 59! 5". Bor. 
25,90702 22° 13/38" 58%43/er7 "5 Ror. 


On a formé les quatre équations suivantes relatives à la longitude 


5,09352 . 4 —.17,96115 . D — — 6°,95834, 
1,960518 . 4 — 1,93097 . = — 2°,22305, 


LIVRE XV. 3 


3,006309 . al, 451919 . D = = ,3°,29862, 
5,07819 . a! + 17,86038 . D = — 6°,41750. 


PTE 
I 


Pour réduire ces équations, à deux équations finales ; on a multi- 
plié chacune de ces équations par son coeflicient ‘de 4", et l’on à 
ajouté ces produits, ce qui a donné, pour première équation, 


+ 84,56138. a! + 806778. db! = — 04°,35563. 


On a muluplié chacune des mêmes équations par son, coefficient de 
b'et l’on a ajouté les produits,.ce.-qui a donné, pour équation finale, 


8,96778a! + 666,06006 .° b! = = 0°,31145. 
De ces deux équations finales, on a conclu, comme ci-dessus, 
log — a — 0,0544923; log à — r1,9343637. 


Ces valeurs diffèrent très peu des précédentes, La valeur de & est la 
même que ci-dessus. 
En opérant d’une manière semblable sur les latitudes, on a trouvé 


log À — 1,5563862; log — { — 1,9397564. 
La valeur de 8 est la même que ci-dessus. 


Ayant ainsi les valeurs de &, a, b, 8, h, L, on les a substituées dans 
les équations (a), (a'*), (a), en observant qu’à l’époque de l’obser- 
vation du 22 août, on a 


O0 58755 €; 
log R=:0;,0046329 ; 
log (1—R') = 2,1097810. 


On a forme ainsi les trois équations suivantes, 
= 3,50341 « x° — 0,32033 . x 1,021565 ; 
Ÿÿ = 0,32013. x +—— — 0,37830; 
3,50341 ras e Xy + 2,87655 . x — 1,94060 . y 
 0,38431 . x — = — 0,9788a. 
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LIVRE XVI. 


DU MOUVEMENT DES SATELLITES 





+, 


DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 


CHAPITRE 


Notice historique des travaux des Géomètres et des Astronomes 
sur cet objet. 


1. Lzs Chaldéens ont connu l'accélération du mouvement de la Lune, 
lorsqu’elle va de son apogée à son périgée ; et sa diminution, en allant 
du périgée à l’apogée. Ils Supposaient cette accélération et cette dimi- 
nution, constantes et de 18’ sexagésimales par jour; ce qui répond 
à une équation du centre d'environ 4° 7". Nous ignorons l’mclhnaison 
qu’ils supposaient à l’orbite lunaire. Ils avaient reconnu par les ob- 
servations des éclipses , les mouvemens des nœuds et de l'apogée de 
cette orbite ; et ils avaient formé la période remarquable de 6585 +, 
pendant lesquels la Lune fait 223 révolutions à l’égzrd du Soleil, 239 
révolutions ao ma ist ques et 241 révolutions par rapport à ses nœuds. 
Ils ajoutaient -#- de la circonférence, à dix-huit circonférences, pour 
avoir le mouvement sidéral du EL dans cet intervalle; ce qui sup- 
pose l’année sidérale de 365/ +, la même que l’année tropique admise 
par les plus anciens astronomes. Il paraît donc que la précession des 
équinoxes étaiô inconnue aux Chaldéens. 

Hypparque perfectionna la période Chaldéenne, en La comparant à 
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un grand nombre d’éclipses. Il fixa l’inclinaison de l'orbite de la Lune 
et son équation du centre, à à degrés dans ces phénomènes. Mais 1l 
remarqua que cette équation ne représentait point dans les quadra- 
tures, ses observations qui offraierit alors de grandes anomalies. Ptolé- 
mée suivant avec soin ces anomalies ; fut conduit à la découverte de 
l'inégalité lunaire que l’on nomme évection, dont il détermina la valeur 
avec beaucoup d’exactitude. À 

Les astronomes n’ajoutèrent rien à la théorie de la Lune de Ptolé- 
mée, jusqu’à Ticho - Brahé qui, en comparant cette théorie avec ses 
observations de la Lune dans les octans. reconnut l’inégalité de la va- 
riation dont le maximum correspond à ces points. L’exactitude de ces 
observations lui fit encore reconnaître que lé éqmation du temps propre 
au Soleil, n’était point applicable sans correction à la Lune; et qu’il 
fallait, pour ce dernier astre, la corriger d’une quantité RER 
de sentais du Soleil. Les astronomes ont ensuite appliqué cette cor- 
rection au mouvement de la Tune, en donnant à cet astre la même 
équation du temps qu’à tous les autres ; ce qui ajoute à son mouyement, 
l'inégalité connue sous le nom. d’équation annuelle. On supposait avant 
Ticho-Brahé, linchinaison de l'orbite lunaire, constante ; et le mouvé- 
ment de ses nœuds, uniforme. Ce grand astronome dut encore à la bonté 
de ses observations, la connaissance des deux inégalités principales de 
ces élémens, d’où résulte la principale inégalité de la Lune en latitude. : 

Tel était état de la théorie de la Lune, lorsque Newton entreprit 
d’appliquer à cette théorie, le principe de la pesanteur uuiverselle.. Il 
pubha ses recherches sur cet objet, dans le troisième. livre des Prin- 
cipes mathématiques de Ja Philosophie naturelle; et'je n’hésite point 
à les regarder comme une des parties les plus profondes de cet 
admirable ouvrage (*). Newton n’a point rattaché à son principe, la 
plus grande des inégalités lunaires, l’évection qu'il considérait avec 
Moro comme le résultat de deux inégalités, lune dans l’excentricité 
de HUE l’autre dans le mouvement de l'apogée. On voit cepen- 
dant qu'il avait essayé de déterminer ces inégalités, ainsi que le moyen 





(*) On voit dans la correspondance de Newton avec Halley, que Newton fatigué 
de ses quérelles avec Hooëk, voulait supprimer ce-troisième Livre: Mais'heureusement 
pour les progrès de l’Astronomie, cédant aux instances de Halley: il-consentit à 
le publier. 
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mouvement de l’apogée; mais ces éssais ne l’ayant point satisfait, 1l 
s’abstint de les publier. En effet, la détermination de ce mouvement a 
présenté aux géomètres de grandes difficultés. | 

Newton a été plus heureux par rapport à la variation. Pour lobte- 
nir, il détermine d’abord les forces dont la Lune’est sollicitée par l'ac- 
ton du Soleil dans son mouvement relatif autour de la terre. En fai- 
sant ensuite abstraction de l’excentricité et de l’inclinaison de lorbe 
lunaire, 1l cherche la variation de Paire décrite par le rayon vecteur 
de la Lune, pendant l’élément de temps, supposé constant : il obtient la 
loi de cette variation depuis la syzygié jusqu’à la quadrature. Les carrés 
des vitesses de la Lune dans ces deux points sont, en négligeant le 
carré de la force perturbatrice, comme les carrés des aires instanta- 
nées, divisés respectivement par les carrés des rayons vecteurs. Les 
carrés des vitesses, divisés par les rayons de courbure, sont égaux aux 
forces centrifuges correspondantes. Aux deux points de la syzygie et de 
la quadrature, ces forces sont dirigées suivant les rayons vecteurs, et 
elles sont égales et contraires aux forces lunaires décomposées suivant 
la direction de cés rayons. 

De là, Newton déduit le rapport des rayons de courbure aux mêmes 
points, en fonction des rayons vecteurs correspondans. Pour avoir un 
second rapport, Newton considère l'orbite de la Lune , comme une 
ellipse mobile dont la Terre occupe le centre, et dont le périgée suit 
le Soleil de manière que le petit axe de l’ellipse correspond toujours à 
la syzygie; et le grand axe, à la quadrature. Cette considération est 
exacte, mais elle exigeait une démonstration. C’est ainsi que New- 
ton dans sa théorie de la figure de la Terre, a supposé sans démon- 
stration, que les méridiens sont elliptiques. Ces hypothèses de calcul 
fondées sur des aperçus vraisemblables sont permises aux inventeurs, 
dans des recherches aussi difficiles ; mais étaht liées mathématiquement 
au principe que lon veut établir, on peut toujours eraindre, tant que 
cette liaison n’est pas démontrée, qu’elles ne soient contradictoires à 
ce principe. Newton détermime par sa méthode des fluxions , les rayons 
de courbure de lorbite de la Lune, lorsque cet astre parvient aux 
extrémités des axes de Fellipse mobile; ce qui lui donne un second rap- 
port-de ces rayons, en fonction des axes et par conséquent des rayons 
vecteurs correspondans à la syzygie et à la quadrature. En égalant ce 
rapport, au précédent; il obtient le rapport des deux axes de l'ellipse, 
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-qu'il trouve être celui de 69 à 70: Ce rapport donne le rayon vecteur de 
l’ellipse dans un point quelconque ; en‘divisant donc l'expression de Ja 
variation instantanée de l'aire; parle carré de ce-rayon, on a la difié- 
rentielle de la longitude vraie dela Lune; et'en intégrant, on obtient 
cette longitude et par conséquent l'inégalité de da variation. 

Le procédé de Newton, quoïque:moins direct, conduit au même ré- 
sultat qui lui donne l'inégalité de la variation, égale à 35° 10" sexagé- 
simales dans son maximum; ce qui est à très peu près, conforme aux 
observations. | | en} 

Cette méthode de Newton est fort ingénieuse ; et lon verra dans 
le chapitre suivant, qu’en la traduisant en analyse, elle conduit faci- 
lement aux équations différentielles du mouvement lunaire. 

Newton considère ensuite le mouvement du nœud ascendant, et la 
variation de linclinaison de l'orbite lunaire. Pour cela, 1l décompose 
l’action perturbatrice du Soleil sur la Lune; en deux forces: l’une est 
dirigée vers le centre de la Terre; et par conséquent étant dans le plan 
de l'orbite, elle ne dérange point la position de: ce plan : l’autre: force 
est parallèle à la ligne menée du Soleil à la Terre, et dérange le-plan 
de l’orbite: Newton la compose avec le mouvement de la Lune à la fin 
d’un instant, et faisant passer un plan par la résultante et par le centre 
de la Terre, il détermine la position de ce plan qui devient celui de 
l'orbite lunaire dans l'instant suivant. Il trouve ainsi le mouvement ho- 
raire du nœud, égal au produit d’un facteur à très peu près constant, 
par le mouvement horaire de la Lune, par le ‘produit des sinus des 
deux angles qui expriment les distances du Soleil au nœud, et du 
nœud à la Lune, et par le cosinus de la distance de:la Lune au So- 
leil. En changeant dans cette fonction; le mouvement horaire de la 
Lune, dans la différentielle de ce mouvement;en développant en'co- 
sinus simples, le produit dés sinus et desicosinus, et'ensuite en inté- 
grant; on a facilement l’expression du moyen mouvement:du nœud 
et-ses inégalités. Ce procédé n’étail point'au-dessustde: l’analyse con 
nue de ‘Newton; ‘mais il ne la -pointdonné;:soit -qu'alors onne:fût 
point familiarisé avec les développemens'en sinusvet'cosinus/simples, 
des: produits de sinus et:de cosinussetavec l'intégration de’leurs:dif- 
férentielles ;: soit’ que: Newton s'étant proposé: d'exposer toutes !ses 
théories sous une forme: synthétique ; ait cherché:les moyens :d?y:par- 
venir par la synthèse; soit enfin qu’ayant-trouvé:ses résultats par l’a- 
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nalyse, il: les ait traduits synthétiquement;'ée:qu'il: paraît avoir fait 
dâns plusieurs cas: La: manière dont'il a déterminé: le mouvement 
moyen du nœud, et son inégalité principale, quoique compliquée, est 
exacte et ingénieuse. Newton observe :que dans le :cours:de- chaque 
mois, lemouvement du nœud s'accélère et se-ralentit de manière qu'il 
a rétrogradé à la fin du mois, d’une quantité dépendante; seulement 
de: sa distance au Soleil. Il parvient ainsi à séparer dans l’expression 
du mouvement horaire du nœud, ce qui est indépendant de la posi- 
tion de la Lune dans son orbite, de ce qui en dépend. Cette -dernière 
partie ne devant produire que:des inégalités dontla période est à peu 
près d’un demi-mois , et qui disparaissent: de l’expression de la lati- 
tude, en se combinant avec les inégalités correspondantes de l’incli- 
naison ; Newton la néglige et ne considère que la première partie du 
mouvement horaire du nœud. Ilen conclut par des considérations géo- 
métriques et par la quadrature des courbes , le moyen mouvement an- 
nuel. du nœud et. son inégalité principale dont largument est: le 
double de la distance du Soleil au nœud: Il obtient.de la même ma- 
nière l'inégalité principale de linclinaison , qu'il trouve conforme ainsi 
que l'inégalité du nœud,, à celles que Ticho-Brahé avait déduites de ses 
observations. | 

Tels sont les résultats dont Newton dans la première édition de son 
ouvrage des Prmcipes, a donné les démonstrations auxquelles il n’a 
rien changé dans les éditions suivantes. IL ÿ a seulement ajouté quel- 
ques équations qu'il dit avoir déduites de sa théorie de la gravité, mais 
sans en donner les démonstrations. De cenombre est l’équation annuelle 
de la Lune, pour laquelle il se contente d’observer que l’orbe lunaire se 
dilate par l’action du Soleil dans son périhélie ; et se:contracte par la 
diminution decette action dans l’aphélie; etique la Lune:se mouvant 
avec: plus de lenteur, dans un orbe plus dilaté; son: mouvement doit 
retarder, lorsque le. Soleiliest: plus près de’la-terre,;ets’accélérer, lors- 
que, cet astre est: plus éloigné;: d’où résulte dans le: mouvement:lu- 
naire, une inégalité annuelle: de 'signe:contraie:à telle: du: Soleil , et 
dont alitrouve-uneé-valeur conforme-auxwwlbservations. Newton, donne 
encoresans démonstration; quelques autres inégalités: Mais l’analyse 


peut seule conduire à la détermimationsexacte  destoutes: les inéga- 


lités-lunaires: Il:fallait ‘sans 'doute ; une: force: d'esprit extraordinaire, 
pour obtenir/sans son secours y: les résultats auxquels Newton:est 
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parvenu, et.qui; quoique imcomplets, suflisent pour établir que 
l'attraction du Soleil sûr la Lune‘et sur la Terre, est la vraie cause 
de toutes les anomalies du'mouvement de la Lune. | 

Un avantage-immense de la théorie ‘et des aperéus de Newton sur 
ce mouvement , ‘a été laformation de; nouvelles tables de la Lune: 
tables qui par Papplication de Fanalÿse à cette théorie, ont acquis le 
haut degré de perfection nécessaire aux ‘besoïns de la SAME et de 
la Géographie. | 

En 1747, Clairaut'et di lents présentérent à l'Académie des 
Sciences , les équations différentielles du mouvement d’un corps attiré 
par dei autres, et leurs méthodes pour intégrer ces équations, lors- 
que la force Hdeipels qui sollicite le corps est: fort supérieure aux 
forces perturbatrices, ce qui est le cas de la Lune et des planètes. 
Ces deux illustres géomètres firent une application spéciale de leurs 
analyses, au mouvement de la Lune ; etilsen conclurent avec une grande 
facilité, non-seulement l'inégalité de la variation, que Newton avait 
obtenue d’une manière compliquée, quoique fort ingénieuse ; mais en- 
core l’évection’ qu’il avait tenté inutilement de rattacher à cette théo- 
rie, l'équation annuelle et beaucoup d’autres inégalités. 

Dans le calcul des perturbations du mouvement de la Lune en 
longitude : Clairaut considère orbite comme située dans le plan de 
l'écliptique; 1l donne une expression élégante et simple du rayon vec- 
teur de la Lune. La première partie de cette expression, indépendante 
de la force perturbatrice, est la valeur elliptique qui sans cette force 
subsisterait seule. L'autre partie dépend de cette force, et renferme 
deux intécrales qui ne peuvent être rigoureusement déterminées qu’au- 
tant que l’on connaît déjà le rayon vecteur. Maison peut les avoir d’une 
manière approchée;:en substituant pour:ce rayon, sa partie elliptique. 
On obtient ainsi une valeur du xayon: vecteur approchée aux quan- 
tités près de Pordre-du carré dela force-perturbatrice. En substituant 
cette valeur ; dans les intégrales ;;on a une-seconde valeur du rayon vec- 
teur approchée aux quantités-près de l’ordre! du cube dela force pertur- 
batrice ; et ainsi de>suite:Mais-ceiprocédéintroduit dans l’expression de 
ce rayon, des arcs derceréles quidæreridraient bientôt inexacte. Pour ob- 
vier à cet inconvénient; Claraut rapporte: là partie elliptique du rayon 
vecteur, à un apogéé mobile: En;substituant alors cette partie dänis les in- 
tégrales , il:n’a:plus d’areside cercle; mais la valeur! qu'il trouve pour le 


= 


ÆE — unit ES 
3 — e —- es Ste ve ee ï: 


Dr 


sk 
- EE de 


ne on no mL et "tm - 





RSR 


nn de mme 
—— 


a ce me 
=> 


— Re 


PR ee 


: 
t 
: L 
; 
: L « 
H "1 [18 
+ { j )'114 
[l \ di 
| pu 
j l | L 
} : 1 ! 
Î 150 au! 
| , 1! 
{| 4 1e | 
0 : 2! 
0" | 
“4 a | 
AE 
{ | V4 | 
[! h (l 
‘} À 
h 10 P 
{ Ai 
mn 
‘hi | 
| 
A EUR 
14 À | 
RER (NI! | 
) DUR | 
A M! 1 
U L : \ 
PEL A 
( L | AN EI 
At WE! 
4 jh 4 
| pu À 
LE | a 0! 
Ont NI | 
AN | 
{nl (fl 
jh ALL {! 
| | 
Ü | fl 
{ ah 
IN ALT 
N°1 | 
{ 
( 
j il À 
14 
| 
| | 
( 
! | 
11 
( 
r 1! 
a | 
LE 
D Ml 
f] 
fa | 
4 Au |! 
‘ 4 
4 | ‘4 | 
Le | 
M | 
ñ D | 
. 11 
| | 
À | | 
dl 0 
: Q 1 
: Ml 
H 1 | 
{ | 
! Pl | 
L 1f 
D 4 
{ 1 
A pat | 
An | 
4 { 1! 
* r | 
| A JE 
i À 
, nan | 
t MA | 
{ | 
Î Î | 
{ | end | 
1" ÿ 
| , D ou 
| EURE ne 
: HER i | 
\ 1 
1 L. 144 
: } | 
| L 
: N EH ÿ L 1 
di A PA | 
11H nl ! 
} î h L'NN 
LAN! 4h 
4. | 
AN Ï { 
" cs | 
à AL 9 1 
! 
! D 1 
LA À | 
: | 
’ | 
L | 





LIVRE  XVE «10 305 


rayon vecteur contient un terme elliptique-relatif à un, apogée, immo- 
bile. En déterminant conyenablement. les tconstantés introduites par le 
calcul, il fait disparaître ce terme; et en.comparant la valeur. du rayon 
vecteur, qu'il trouvesainsi, avec celle qu'il.a supposée;:il obtient le 
mouvement. de l'apogée: Une: première-approximation ne-lui: donna 
que la.moitié du.mouvement observé: | 

Newton:était déjà parvenu. à ce résultat singulier, he la: proposi- 
tion 45 du premier livre des Principes; mais dans la théorie de la Lune 
qu’il a donnée dans le troisième. livre, il n’a point;rappelé ce résultat 
qui pouvait paraître infirmer cette théorie, et qui; en effet, porta 
Clairaut à penser qu’elle devait être modifiée, en ajoutant à la loi de 
l'attraction, un terme proportionnel à une puissance de la distance 
inverse ,. supérieure au. Carré, terme.qui, insensible pour.les planètes, 
ne deviendrait señsible.qu’à des distances peu considérables, telles que 
la distance de la. Lune. Cette conclusion. de Clairaut fut vivement atta- 
quée par ,Buflon, qui.se fondait sur ce que les lois primordiales dela 
nature, devant être de la plus grande simplicité ; leur expression ne 
doit dépendre que d’un seul module;.et.par conséquent , ne renfermer 
qu'un terme. Cette considération doit nous porter sans doute; à ne 
compliquer la loi de Pattraction que dans un besoin extrême; mais 
l'ignorance où nous sommes de la nature de: cette force, ne nous 
permet pas de prononcer avec assurance sur la-simplicité de son ex- 
pression. Quoi qu'il en soit, le métaphysicien ‘eut raison vis-à-vis du 
géomètre.qui reconnu son.erreur, et fit la remarque importante, qu’en 
poussant plus loin l’approximation ; laoi de l’attraction:newtoniemne 
donne. à fort. peu, près le:mouvement dé l'apogée. Ce résultat dont 
Claraut fit part à l’Académie ;:le 17 mai 1740; dissipa tous les doutes 
sur la loi de l'attraction, qu'Euler : trompé par une erreur de calcul 
avait jugée contraire jaux observations de Saturne; dans sa première 
pièce sur les mouvemens.de cette: planète et de jupiter: 

Clairaut réunit.-les, divers résultats de:sa théorie dela Lune, dans 
une, pièce. qui.remporta le, prixxproposécen 1990: par: l’Académie des 
Sciences,-de Pétersbourg.,Gette pièce-imprimée d’abord en 1752 dans 
cette -capitale,: fut rélmprimée à: Paris en 1765, avec des additions et 
de nouvelles tables de la-Lune-déjà fort rapprochées des observations, 
et qui. faisaient.naître. l’espoir.que l’on-parviendrait un jour à dédüire 
de la théorie seule:;:des-tables aussi parfaites qu’on puisse les désirer. 
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356 MÉCANIQUEICÉLESTE, 
D'Ajembert.danssa théorie de:la-Lune, choisit: pour, coordonnées, 


Lo zayon:yectéur lunaire:projeté.sux le;plan dé Vécliptique ;: etile mou- 


yement:yraïide:la Lune-trapporté. à.ce {plans 41 donne} équation. diffé- 
rentielle.du.second -ordre;; du,rayon: vecteur, projeté ;} dans Jiquelle 
lé élément, de la-longitide:vraieiest supposé,constant;t, lexpressioniide 
l'élément. duternps est fonction.de.cette Jongitude. Ges: deux équatio 
sont les! mêmes-:que les deux ;premières des, équations. (L}: dun ir “ 
ie er lieu: della troisième; de ces équations: qui-déterrine:la 
x . … ÆA'Alembertémploie comme Newton:,fles-väriations dhfléren- 
ielles dwtmonuvement.du-nœudi'et,.de. Pinélinaison {de Forbite, P 
intégrer,l équation différentielle, du rayon; vecteur projeté pik bi sal 
porte {points Lomme {Clatrant.; la parte: eliptiquet de l'expression: de 
seARTON , à unyapogée;mobile;! mais. il faitidisparaîtie-par:un mo ‘ 
ingénieux ; Pare;de :cercle qu’ Antroduirait|la[ stipposition} d’un+a ie 
immobile ;},ce; qui le! conduitsans hÿpothèse .. à-li habitat 
apogée,mobile Une: secoñde: approximation ayant presque «doublé: ] 
mouyementidelaposée:donné, par [lai PréAHén es: ebipar:làyf aÿant 
cordé;la théorie avec l'observation s: il était, à,craindre-qie si ri 
mations suivantes me détruisissent,cet-accordi ILidevenait: pi de 
aa de porté encore, plus:loin.,,,ces «approximations; C’est: ue 
d’Alemberta-faitsset la, tiouvéquetlaithéorie,se spprochait id 
plus en plus: de. Lobsbrrations;faislis ab SottaHl : rés 
..Peu.de;moissayant que, Clairaut eb Hd Ad ot KE rer = 
dote des Sciences, leurs solutions du problème:des trois cor Elo 
reçlit.;la, première: pièce. d'Euler sux Jupiter et Saturne; here tin 
une, soluon,du.même,problème ; apphquée au mouyement de. Jar 
turnen Ge Brand; géomètre fit,paraitre, celte solution dans les. Mémo res 
de l'Açadémue, des Pétersbourg1poux les. années 197471eb; rire 
les Mémoires de, lAcadémie;de Berlin } pour! 1959 »etil Por pairé ri 
ne an de Lorbne Jlunaires et lespinégalités. de Meier 
pe Me la dr publa,en,15535 unsouyrage spécial:snr la 
sm da Lune,;.dans Lequel, il prend, pour,coordonnées du mou 
ment lunaire, le, rAYON., egteur projeté.snx. d'écliptique, l'anomalie 
vraie; et,aui heu:de, latlatitude, 1, considère, comme Nasri lei ou: 
ment nœud et Finclinaison sde, Lo rbitetn ‘sitogdf a5f: IE rl 
+ On.peut,vaner. las solutiondu problème; des er A TRS 
d autantide manières. qu'il ya, de systèmes. Ahépas MR cc 
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Mais un dés points les sftur importans de cétte ‘solution; est'le choix 
du systènie qui donne les approximations les” plus fsciles ét les ‘plus 
convergentes, et qui fait le mieux démêler daäns’le nombre infini des 
inégalités de la Luné, célles qui peuvent dévénir sensibles, en acqué- 
rant par les intéprations successives , de pétits diviseurs. Je ne balance 
point à regarder’ le système de coordonnées dont J'ai fait usage dans 
le Livre VIT, comme le plus avantageux sous"ces‘rapports. La: force 
perturbatrice du mouvement lünaire, dépend des sinus et cosinus de son 
motivement vrai et de son élongation au Soleil: leur réduction én 
sinus ét cosinus d’angles dépendans du mouvement moyen de la Lune, 
est pémble ‘ét peu convergente à cause dé la grandeur de son équa- 
tion du centre ét de’ ses principales inégalités. Il"ÿ"a donc de Pavan- 
tage à éviter cette réduction, et à déterminer d’abord la longitude 
TO VER HER fonction de la longitude vraie; ce qui peut être utile dans 
le cas où l’on cherche le témps corréspondant à à la longitude vraie. On 
détermine ensuité par le retour des séries, la longitude vraie ,'en fonc- 
tion de la longitude moyenne ; et l’on n’a ‘point à craindre dans ce re- 
tour, le peu de convergénee des approximations , qué l’intégration des 
équations différentielles laisse toujours incertaine. A la vérité, il faut 
dans cetté méthode, convertir le mouvement vraïdu Soleil, en fonc- 
tion de la‘longitude vraie de la Lune: Maïs dans ‘cette conversion, les 
grandes inégalités lunaires sont multipliéés par le rapport du moyen 
mouvement du Soleil à célui de la Luné, où par un treizième environ; 
ce qui les rend fort petites. 

Maÿer publia”en1755"dans les Méinoires dé l'Académie de Got- 
tingue, de nouvelles’ tablés dela Lune : pour les former, après avoir 
reconnu par la théorie les argumens des diverses iacbahités lunaires , 
il détérmina leurs ‘coefficiens” par lés observations. Il'perfectionna ces 
tables et la théorie qui l'avait ‘guidé ;'ét'il" les adressa en 1755, au 
Buréau des Longituüdes de Londres. Après sa inort arrivée en 1762, 
sa veuve envoÿaau même Bureau, une COPIE de’ ces tables encore pet- 
féctionnéés; et Bradley lés'ayant comparées à beaucoup d'observations 
les”trouva si exactes ; qu On leur adjügea un prix de trois milles livres 
stérlings. Elles’ont étéimpriméés ainsi que la théorie de l’auteur, én 
1765. Dans cetie théorie, Maÿer prend'pour coordonnées de la Tite, 
son rayon vecteur, un sigle dont la différentielle ‘est proportionnelle 
xPélément du temps, divisé par le carré du rayôn vecteur; et la lati- 
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358 MEÉCANIQUE/ICÉLESTE, 
ludé qu'il substüitueran mouvement du nœud'et à l’inclinaison de l’or- 
bite; cé quiest plus direct et plus simple:l ac porté: fort ‘loin iles 
approximations analytiques’, et il-a: rectifié® par les:observatiohs ;! les 
coéfliciens déjà!fort-approchés par:sa:théorie, ‘des: diverses Anegalités 
lunaïrés! Mason ‘perfectionna ces tables, ‘en: les assujettissant à unrtrès 
crand nombre! d’observations de Bradley: etren leur ‘ajoutant quelques 
As indiquées par'la théorie. La comparaison:des observations 
avec $es tables ”/lui donnatanenégahité en longitude; proportionnelle 
au ‘sinus de ‘la/longitudé du nœud:deVorbite:et dont 1b trouva le 
coefficient éval'à 9',7 sexagésimalés:, inégalitéoque Mayér ‘avait déjà 
reconnue, mais avec un coefficient plus petit ét seulement de quatre 
secondes. Cette inégalité né’ /paraïssant'pas résulter de la héore de 
Pattraction , fut hesRsée par les ‘astronomes, SSI 
Les tables de Mayer rectifiées par Mason, ont servi pendant plu 
sieurs années , au Calcul des ‘éphémérides destiriébs aux! navipateurs: 
Mais elles laissaient à désirer des tables ‘aussi parfaites, uniquement 
fondées sur là théorie. C’est ce qu'Euler tenta d'exécuter aumoyen 
d’une nouvelle théorie de la Lune: Il y rapporte les coordonnées de la 
Lune, à un axe musur l’échptique autour du centre de la Terre, d’un 
mouvement égal au moyen mouvement de la Lune;'et il donne les équa- 
ions diflérentielles des trois coordonnées orthogonales rapportées à cet 
axe mobilé etau plan de lécliptique. Il les intègre par des approximations 
convergentes', et il réduit en tables, leursintégrales qni déterminent 
la position de la Eune à un instant quelconque: Mais’ céshtables étant 
moins conimodes :et'moms précises que celles de Mason, les àstro- 
nomes n’en ont. point fait usage. Euler: éxposa sa nouvelle méthode 
dans”! deux piéces qu'il envoya à l’Académie des Sciences! ‘pour Con 
courir aux ptix (w'ellé préposa/sur la théorié dela Lune; en 17701et 
en 1772 : ensuite illa développa/dans un Lraité spécial! fortétende: 
Lagrange envoya à l’Académie} pour lé conconrs'au pris de 1992} 
une pièce dans laquelle 1l'considère’té mouÿyement de laLüne, sous un! 
point de vue purément analytique: ILlnnaginée! trois Ébrps! qui :s'attiss 
rent mutuelletient en raison dé leurs masses, ét Féciproquementrau 
carré dé leurs distances! Ces Corps forment ur -trianele Variable; mobilé 
autour dé leur céntrè commun de gravité. T'dônné'les équtions) diffé 
rentielles de chaque” çôté dé ce ‘triangle, el l'en" déduit Jarsolution 
risourèuse du PeohIetne dés trois corps (ar quelques cas particuliers. J'ai 
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développé ét généralisé ces résultats, dans le chapitre VII du Livre X 
parune méthode.fort simple et indépendanté,de touté intégration. 

Halleyéomparant entre elles, les obsérvations anciennes Paétlihdes, 
celles d'Albatémus, et les ohetyutiate modernes; soupéorima: le pré- 
mier!, VAE du moyen mouvement, de. la hui Dunthoïne , ét 
Mièr ensuitesien coffirmèrent l'existence, par une Comparaison plus 
étendue des sea tnas En, sûupposant cette accIN Leon propor- 
tionnéllé aw carré du temps; ils en. fixèrent à 10” sexagésirnalés, ‘en- 
viron, Ja quantité pour lé premier siècle, à partir, de 1900. FA 
démmie'.desSciénces toujours animée, du/désir. de perfectionner la 
théorie de la Lune, proposa pour le sujet du prix de Mathématiques de 
177411 l causé, le: cette équation séculaire. Elle couronna une pièce 
de Lagrange dans laquelle l'auteur détérminée l'influence de la figure de 
la terre sur mouvément.dé césatellite : il prouve que son équation sé- 
culairetie peut;en résulter: Considérant énsuite que lés géométrées avaient 
inutilemént tenté dela déduire des attractions du Soleil et de la Ferre 
Suppôsés sphériques ; il se, crut d'autant plus fondé à la révoquer en 
doute,-qu'il ne la jugea pas suffisamment établie par des observations. 
Mais son. existénce ne peut être contestée, surtout depuis Ja connais- 
sance qüe M. Caussin nous. a donnée dés observations ardbes, par sa 
traduction d’uné-partie de l’Astronomie d’Ibn-Jounis, manuscrit de 
Ja bibliéthèque de Leyde, que le Gouyérnement Batave voulut bien 
confier à l’Institut de France. 

L'Académie. dés Sciences ayant proposé pour le! sujet du prix qu'elle 
dévait décérner en.1762, la question de savoir si les planètes se mêu- 
vent dans ti, milieu dont la résistancé. produise quélque effêt sensible 
sur leurs mouvemens: elle courônnalune piècé dé Bossut dans läquélle 
Pauteur établit que cf résistance, doit être beaucoup plis sensible 
sui le moyen mouvement, de; la Lune, qué sur celui des planètés; ce 
qui peut expliquer l'équation eee de Ka Lune, En réfléchissarit sûr 
la doi, de l'attraction ;et sur, a, manièré dont les géomètres Paÿaient 
employée; jobservai qu'ils, suppésaient {sa ‘trätismission, d’un COS à 


l'autre,-instantanée. Je recherchai alors les efféts. qui, pour raient naître 
d'une trarismissiôn| successivé,: je trouvai quelle dévait/produire ue 


éqtiation.séculaire dans le mouvement de la une, et (que pour satisfaire 

aux observations, la propagation de la: force aliractive de la T crre de- 

vait être huit mA de, fois, plus, prompté que celle dé- la lumière, 
fr 
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360 MÉCANIQUEAGÉEESTE , 
Mais de nonyelles, SRE ARTEUIS ER cEALLAPORAUE PEAR AE me: don- 


duisirent enfin à,sa véritable Causes sisvob-sllaiut aie: si 
ENT m'occupant, de, Ja théorie: des: Sbellites de:i Fe SET reconnus 
que 1 la xariahon séculaire: de Vexcentricité,de l'orbite, de, Jupiter: devait 
produire des; équations, sé culaires dans, leurs, monyemens. moyens!;.)e 
m empressal de transporÉer. cf résultat, à Ja, Lune, et:jeltrouvai.quecla 
varialion séqulaire de lexcentricité.de l'orbe, terrestre produit. dans.le 
moyen mouvement de la Lune, l'équation séculaire déterminée; par 
les astronomes. Je trouyal. de plus (ue, la même cause, produit. dans les 
mouvemens. ‘du. nœud, et. du périsée, d de, l'orbite de la. Lune, des équa- 
tions séculaires. Je. comm uniqual , Ces recherches, à sert des 
Sciences, le 10. noyembre. 1787 : elles parurent en, 1788, dans le vo- 
lume de cette Académie pour l’année 1 786. Je les ai perfectionnées dans 
le Livre VI; et J'ai trouvé que, les termes qui dépendent. du,garré, de 
Ja force perturbatrice) et qui, doublent. le -mouyement . du _périgée lu- 
naire déterminé, par une première approximation, augmentent presque 
dans le mêmé rapport, équation séculaire, de ce mouvement ; en sorte 
que l'équation. séculaire de l’anomalie moyenne est au moins quadru- 
ple de celle du moyen mouvement, Une équation aussi grande et. dont 
l'effet sur la longitude de la Lune apogée ou périgée, est, la moitié de 
l'effet de Aron séculaire du moyen mouvement, doit être fort.sen- 
sible dans les observations anciennes comparées à celles des: Arabes.et 
aux observations modernes. Cest ce, que je reconnus facilements je 
trouvai même que les équations séculaires, SOL: de Ja Lune, soit. de 
son périgée, sont. sensibles dans, les. moyens, mouvemens de. la Lune 
et du périgée, conclus. par Hypparque. et: Ptolémée. des éclipses ans 
ciennes comparées. avec glles-mêmes; el sorte que,si l’on. ne Connais- 
sait pas d’ ailleurs l'époque < où. ces astronomes. ont.vécu, on pourrait, la 
retrouver à un siècle. ou deux. Près; par.ces moyens, mouveméns.s J'ai 
reconnu ainsi, que les. tables de: la. Eune, “AApRortées, de.lInde. par 
Legentil, Join de remonter, comme Ball le. pensait, à, trois; mille,ans 
avant notre ère, sont moins anciennes AU. es. tables, de Ptolémée, 

M. Bouvard. : a comparé avec, Ma théorie, -tontes . Jes. Rs ee 
anciennes et arabes, et. un. grand nombre d'observations. modernes. 
Ce travail utile COuFOnné. en, 1800 par institut: desFrance, ne laissé 
aucun doute sur J'existence des trois. SAPAHRRS séculaires. de la:lune 
et sur. leur. grandeur: res peotive.: ie: snoraoezloror Jo: Ji 


ITeITAVRÉ I RWTA UN 36: 

1) Akadémie royale des Sciétites' de Stoékholit propos én°178#, H6ûr 
le sujet du prix qu’elle devait. décériér 84 1561), M°cause des qua 
tions’-sécülaires! dé 14 Läné }°d8 JFüpitér'ét: def Satürtie JAtbune Pièce 
néon étant. parvenue pôur le! conedürs : elle’ adjugea” Hprix à mes 
recherchés qur deépuitrois ans étaient: publiées, et qui Jui pafurent 
conténif li Solution: «complète dé quéstion proposée. Ce prix décerné 
barrâtiel société savante aussi télèbre, me ge . autant Plus qu Al était 
RME 00 QU MONS PORT ne e 

:Lafconfonmité de la tHEdHe RiHir és avec %e$ dBSétvations, “établit plu- 
sieurs points iportans du système au Motde, Où Yoit à abord, :que la 
résistance des milieux éthérés et T4 trAnsnusston Süccessive de. fa gravité, 
n’ont poift d’influéice Sénble sur les équations Séculaires de: la, Lune; 
puisque l'attraction Seule des corps célèstes ‘suffit pour représenter, les 
obsérvations: D'ailleurs, l'équation séculaire du périgée, bien constatée 
par les observations, suflit pour exclure l'une et l’autre de ce. auses ; É 
puisqielles nè Bréduiseht aucun mouvement dans le périgée.. CC "est ainsi 
que les phénomènes, en se développant, nous dévoilent leurs véritables 
causés NOUS Somines donc éertains que les milieux éthérés , dépus | les 
observations. tes plus anciennes, Heu point, sensiblement altéré,,les 
sible sur le mouvement fr di Lune, où nous yenons de voir PE 
est insénsiblé.*” Re 

Nous/avous dit que pour expliquer PR séculaire de la Lune 
iu moyen’dé la transmission successive dé Ta gravité, il fallait : supposer 
la propagation dé la force attractive, huit millions de fois plus prompte 
que celle de'la linnière. Ainsi l attraction dés « Corps € célestes représentant, 
au moins à très peut près , l'équation séculaire observée; nous, pouvons en 
conelüre que la vitésse dé la force attractive surpasse, cinquante, millions 
de fois RE Vitesse de TaRiniëre; oh peut donc là supposer infinie. 

La constäince"de’ al'Œurée Ms Jour, élément essentiel de . toutes Jes 
théories °asti: onoiniques résulte ‘éncoré des ‘équations, séculaires ‘de Ja 
Lune: Si cétté durée: Sürpassait, mäinténant, d’un centième de seconde 
ceutésiinale?.cèlle du témps d'Hyppärqué; Ja durée du siècle actuel se 
rit plus grade aqwalérs, dé 365/,25. Dans _cêt intervalle, la Lune 


décrit ni are de 5 34,6 cérifésimales. Le mouvéraent SSH actuel de 


la Lune, ‘èn parañtrait “done: Hügmenté de cette quantité ; ce qui : en 
supposant que. cet. accroissement ait été déptis Hypparque, propor- 
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362 MÉCANIQUENCGÉLESTE, 
tionnél' au ‘émps; aueménterait de r3" JSrrcéntésimalés ;‘sonrétfuation 
éculairé pour le’prémmièer srècté à"pattir ‘Qu ebrAlténberients ‘de r8of,et 
dont l4 Yaleür résuiltänté des attractions céléstes est d’énviron 32": bé 
obser ‘vVatiôns né pétmrétéeirt pas dé’supposer tt acéroissérient aussi côn- 
sidérablé. Fest done éértaitr 'qué depuis Hÿpparqué, l'durée du jour 
n’a pas varié luhcéntième désécondé, Si par dès causes queléonques 
inconnues; cétté"durée éprôtivatt qüélqué ‘altération ‘sensibles on le re- 
connaîtraït par le mouvement de la Lune dont les SbÉBreationés d’ailleurs 
si utiles; acquièrent par cetré considération, unehouvellei importance. 
Lé moyen mouvement du! péngéé TOP conclw de l&’théorie! par 
une longue suite” daphrékinitions ; accorde téllément avec lemouve: 
ment observé; ‘qu? à une distatice inéme trés petite par rapport aux di- 
stances des planètes au Sôléi?, Jalot'de l'attraction réciproque aucatré 
des distances, si elle) ni ’ést pas Higouréuse) doit ‘être at moins -extr ème: 
ment approthug” REDO 1 ONE 297280 AS ER 0) roi i6e) 
‘Ma’ théorie ‘de 14 Etnés pére ds Je dise vH: ‘sé: iehpaitie 
plus des observations ; qu! belle qi l'avaient préctées) ‘Elle renferme 
quelques inégalités nouvelles : télle est li fégalité enlatitude dont Par- 
gument ‘èst à longitude dé la Tune: Cetté inégalité ét” ‘céllé en lon- 
gitude dont Pargüment est la longitude du iétide dt que Maÿér avait 
soupconnée par lés observations! déperident de l'apbiiéiient dela Terre. 
Les comparaisons de leurs CAPrESONS analytiques avec un ee nombre 
dobéervations, s'accordent à donner laplätissément 55% ,/1e même à 
fort pet près , que les’ äplatissentens" quirésultent des mesures des de- 
grés et du pendule : ais il à ‘Sur eux, Pavantage? d’être indépendant 
dés attractions locales qui les Vaste | En multipliant-les ‘observa: 
tions lunaires proprés x déterminer 165 inégalités dént'ilsagit, on «4 
tiendra l'aphitissement de fa Terre Avec Lè éractitude’ extrénie! 4 
| Mayer avait déternmneé fa parallaxé solaire’, “én'comipatratit aux) ba 
vations, F expression ‘analytique de: Viriégalité” Junairé parehattiques qui 
a pour facteur, cette parallixe J'ar mms ün soi particuhér"à x détérmis 
ner cette. expression : ent hi Comparat ‘atx 0Bseations, ellé-dünnée: 
la valeur qe là pâtalläke Solatré: ati résulte dés passages de TVérius Sur 
Je Soleil , observés en 761 ët 1969. ‘Une conséquénce fnportäntel ‘dé 
cet Re “est que É action dû Soteïl sur a Lüné est à ‘très! peu’ près’ la: 
même LEE son “ation HUE la Tire L'et'qué 4 ditéréiee | Fe Ps < 
une, n’est pas TU PRES ro PER partie" de” Cette” rétiôn2l 02 
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-Newtonrcherchalpar: Pexpérience;tàa;reconnaltre.s1 la pesanteur 1er- 
restreimprinie.en-temps,égal; la mème vitesse. à;1ous les corps placés au 
même-lieu quelle que:soit leur pature, Pour, cela, al mit..successi- 
vement;.des::corps de. même. poids.et. de. diverse, nature, dans une 
même boîte fermée.qui terminait un pendule;;et il les y plaça de ma- 
nière que le centre d’oscillation füt,toujours le:même.En;fusant oscailler 
lerpendule; il:observa la durée. de,,ses ,oscillatons ;: et il trouya cette 
durée la/même pour tous ces corps; ce. qui lu fit voir.que l’action de la 
pesanteur-donne-à tous, les,corps,;une vitesse. égale. dans le même 
temps; -ou du moins.que la; différence; s’il,y en.a.une , est. au-dessous 
d’unmillième. :Ges. expériences: de. Newton. ont : été. répétées: par 
diversrphysiciens;ret les nombreuses, expériences faites pour déter- 
miner ‘Ja longueur. du pendule àa;secondes;.ont établi,ayec une grande 
précision, -que;,celte..durée, est indépendante. de Ja: nature du corps 


oscillant. En appellant donc masses égales ; des masses qui se choquant. 


avec, des. yitesses égales let contaires,se feraient équilibre ; deux .cerps 
de-:même poids, .ou, qui-placés taux. extrémités de.deux, bras égaux 
d’un levier. droit se, font équilibre, sont .des masses égales; puisque 
la-pesanteur tend :à leur imprimer la même. vitesse initiale: | 
En comparant le sinus verse: de l'arc décrit ,par la Lune dans, une 
seconde ; avec. L'espace que. hipesanteur fait, décrire/;jaux: corps. ter 
resires dans:la premiéré:seçonde.de leur,chute; Newton, reconnut que 
la pesanteur àla surface. déjla Terre, diminuée, en. raison du carré, de 
lacdistance,.estila force quirelentla Lune:dans. son. orbite. La parallaxe 
lundire.que-J'ai.conclueidé.ée ipringipe,; s’accordessi bien avec. la paral- 
laxe..obseryée ; que:don., peut regarder, comme nulle, ou du moins, 
comme niisililos Ja, modificationide.l'actionsde. la Terre, sur la Lune, 
par Ja nature;de.la,substänce, lunaire, On peut, conclure également de 
cetaccord,, que laction.de-la}Terre,sur; chaque molécule de la Lune, 
nest-point.ältérée-par. linterpositionsdes couches lupaires : car ik est 
facile-de/prouyér qu'une légère altération de ge genre, modifierait sen- 
siblement le prngine dont.je.viens.de parler. …. | rer 
iNewtonétendit.àattraction-de;tous. les astres. Ja. propriété dont 
jouitLattraction,. terrestre, d'imprimer | à tous les corps placés à la 
même; distances;la même, vitesses en; temps. égal. I démontra que re 
lativement,à. l'attraction 1 ‘du; Soleil sur-Jdes: planètes, cetle propriété 
résulte dela; doi de.Kepler;suiyant laquelle les: carrés des temps des 
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364 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

révolutions des planètes sont comme les cubes de’leurs: moyénnes-di- 
stances au Soleil. Il'est facile, en effet, devoir que si-les actions du 
Soleil sur li Terre ét’sur Mars différent! d’un millième ; le: rayon 
“vecteur des Tables ‘de Mars, én serait altéré d’un trois hillèèess ; ; 
ce qui serait très sensible dans les observations de cette planètes en 
Fr pde ét FC: 54 Fe nid 

‘On verra dans là suite" qu’üné jitéreice ‘dur rdilliéntétes déhs 
les actions du Soleil sur la: Terre’et: Sur la Lune, changerait de plu- 
sieurs secondes, la parallaxe du Soleil; conclue de la comparaison de 
Pinégalité parallactique lunaire: sbrervéé, avec sa valeur donnée par 
la théorie , et qui, comme je Pai dit, acetrite parfaitement avec: les 
observations. Il est donc bien prouvé que l'attraction du Soleil im- 
primerait en temps égal, li même vitessé à la Terre et à la Lune, pla- 
cées à la même distañce de cet'astre. Cette’ attraction n’est donc vais 
modifiée par la nature des substances qui composent la Terreet la Lune. 
Si en pénétrant dans l’intérieur de ces corps, elle s’affaiblissait et s’étei- 
gnait comme là lumière en traversant atmosphère ; cette extinction 
serait différente ‘pour la Térre et pour la Lune, en vertu de li différence 
de leurs dimensions. Je troûve par un ésleui fort simple, qu’une très 
pétité extinétion de l’attraction'‘solaire produirait uné différence sensible 
ét inadmissible dans la valeur de linégalité parallactique. Ainsi Pinter- 
position des’ corps n’altèré point l'attraction d’une molécule sur-une 
aütre; ce qui confirme ce que nous venons de dire sur cet objet. 

Pufis , M. Bouvard ayant formé des tables très exactes de Jupiter 
ét de Saturne, fondées'sur la théorie que j’ai donnée de ces planëtes, 
et les ayant comparées à un très grand nombre d’observations, a formé 
des équations dé condition dans leséuellés il à pris pour Skdétérininéée, 
les corrections des élémens elliptiques ét''des masses de Jupiter et 
de Saturne. Wen a conclu la masse de Jupiter; qu'il a retrouvée 
la même que Newton avait déterminée par les élongations des satellites 
de Jupiter, mesurées avec'beaucoup de précision par Pound. Les grandes 
perturbations des mouvemens de Saturne ét de Jupiter, prouvent dénc 
que Jupiter agit'sur- Saturne , comme sur ses propres satellites. Ainsi 
Ja propriété d’atürer Lanlrent tous les corps placés à la’ mêmedi- 
“sance appartient à chaque partie de la matière. Les doutes _ Of à 
élevés sur cette propfièté fondaméentalé dé la loi d'attraction ; as pa- 
“raïssent done point fondés. Cette loi que les Séomêtres ontessayé demo 
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fier;,-soit par rapport à-son: décroissement quandila distance augmente, 
soit-relativemént:à;la::propagatiôn instantanée;deiila forçe attractive, 
soit-enfin par: “pport: à, la-natüre des A PBrre est telle-que Newton l'a 
propôsée, ou-du.moins;iles phénomènes. n 1 “nt reconnaitre aucune 
modificationissensibles:is seemséte of seul, Diftèn mb : 

La théorie dé l° Lune nous aise à encore “par ses cu inégalités 
dépendantes. de: l’aplatissement!'de,la Terre; le moyen le. plus précis 
d’avoir cet aplatissement: Ces inécalités. étant le;résultat de la tendance 
du. .centre-de.la Lune vers -chaque moléculé du, sphéroïde terrestre , 
prouvent quedes tendances dès,centres.des, corps, célestes. les uns: Vers 
les autres;-sont les-résultantes.des attractions, LHÉSIPrOQUES de toutes leurs 
née RAP MERERS À Sn a woid on | 

Désiranit. de vôir tue NÉ eontst PARETITE sur PA colo Ya te P attr ac- 
tion , n'emprunter: des: obseryations;-que lés donnéés indispensables 
j ohEni desPA Cadémie-des Sciences quelle proposerait pour.le sujet 
du: prix :de-Matliématitques qu'elle devait: ,décérner len,.1820. Ja for- 
mation-par:la seule, théorie, de tables lunaires aussi! exactes que celles 
qui ont été cônstruites-par le concours de la théorie et des observations. 
Je désirais encoré- que!mes résultats sur les. inégs ralités séculaires de la 
Lune; fussent; vérifiés; et même perfectionnés par; les géomètres.. Ces 
vœux ont/étérempls-par :les:deux pièces AE DNREA EE a, COUrOn- 
nées. L/ume:de-M, Damoiseau,, était accompagnée, de tables Junaires qui 
comparées à un grand membre, d'observations, les ont représentées aussi 
bien, que.lessmeilleutes tables «employées par. les astronomes. L'autre 
pièce.dont MM: Carlini.et -Plana,sont les.auteurs, est surtoul. remar- 
quable par l'étendüe let,par. Ja. Justesse.de fenetre hs avec laquelle 
is ont détérminé les équations séculaires, et spécialement..celle du: péri- 
gée-qu'ils ont trouvée plus:grande;entôre.que,smivant ma formule. 

M:;Burg jen comparant:les, moyens mouvemens de la Lune; con- 
olüs : des: observations. de Elamsteed, ‘de Bradley. et; de, Maskeline 
remarquai des. différences. qui. lui, parurent. indiquer. une inévalité à 
longue période, IL,me - fitsxpart,dez cette, remarque d’après eh je 
reconnus que, l'action solaire, produit ung.1négalité proportionnelle au 
sinus de la longitude du périgée. lunaire plus deux fois celle du nœud, 
d'environ, 180: ans. a: coefficient re M ue Rates À un trés 
pelit. diviseur ; mais, il a.pour facteur reproduit de Fexcentricité de 
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366 MÉCANIQUE-GÉLESTE, 


l’'orbe lunaire, par le ‘carré du. sinus de,son.inclinaison à l’écliptique, 
par le cube de l’excentricité de. l’orbe. solaire .et par la parallaxe du 
Soleil; il paraît donc devoir être, très: petit. : Le grand, nombre de 
termes dont il dépend, rend sa détermmation par.la théorie , presque 
impossible. M. Burg, en adoptant cette inégalité dans ses tables, déter- 
mina par les observations, son coefficient, qu'il trouva: d'environ 15" 
sexagésimales. J'ai reconnu ensuite que: l’elipticité du sphéroïde ter- 
restre, produit une inégalité dont;la période est à peu près la.même 


que la précédente, et .qui:est proportionnelle au .cosinus de la longi- 


tude du périgée lunaire plus deux fois celle du nœud, moins la longi- 
tude du périgée solaire. Mais le coefficient de cette inégalité paraît être 
aussi petit que celui de l'inégalité dont je viens de parler. Enfin, 
j'ai trouvé que s'il existe une difiérence entre les deux hémisphères 
terrestres , elle doit produire une inégalité lunaire proportionnelle au 
cosinus de la longitude du périgée de la Lune, plus deux fois celle 
dunœud. J'avais indiqué cetteinégahité à M. Burkhardt qui l’a employée 
dans ses tables, après avoir déterminé son coeflicient Der les observa- 
tions. Mais en Er tas cette inégalité à l'analyse, j'ai vu qu’elle est 
insensible. Si les observations futures confirment cette anomalie du 
mouvement lunaire, il sera temps alors d’en rechercher la cause. 
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CHAPITRE. IT 


Sur la:théorie lunaire. de: Newion:. 
Loté 1 ; 


2. Parmi les inégalités du mouvement de la Eune en longitude, 
Res n’a RARE que la variation. La méthode qu'il à Suivie, me 
paraît être une des choses les plis remarquables dé l'ouvrage des De 
cipes. Je yais, en,y appliquant l’ analyse, montrer son RÉ gle avec les 
. méthodes actuelles , et faire voir qu’elle conduit aux équations différen- 
tielles du mouvement de la Lune, dont elle, donné dans le cas de la 
variation les intégrales, d’une manière indirecte, mais très ingénieuse. 

"Néwiton considère d’abord l'aire décrite parle räyon“éctétirde Ma Lure, 
et pour simphifier le calcul, il füit abstraction’ de l’excentricité de l'orbe 
Juriaire;, et de son HP Ses à l’écliptique. IL décomposë l’action du 
Soleil sur la Lune, en deux forces, l’une parallèle au raÿon vecteur 
de la Lune, l’autre parallèle au rayon vecteur de la Terre. Newton 
observe que la première (de -ces ‘orces:ne produit aucun change- 
ment dans l'aire que le rayon (vecteur de la Lune trace. autour Le la 
Terre. En retranchant ensuite de la seconde force, l’action du Soleil 
sur la Terre que l'on. regarde-ici conne. immobile: il dééompose la 
différence, en deux forces, l’une dirigée suivant'lé' rayon'dé Tôtbe 
lunaire, l'autre PER RERS À à «E (Ge, pren. “ee dernière force est la 


— ton trouye pour son expression 


3m RAD +). cos (u — uv), 


m étant le rapport du moyen tnouYement sidéral du Soleil, à celui 
-de da unesiom du mois Sidéral/àol’ainée: sidérale 4’ rest la longitude 
due Soläliset y 1eelle de’ kr  HunerLa: forceoqui:retient-la Lune dans 
. # 
40: - 
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368 MECANIQUE CÉLESTE, 

son orbite, est prisé pour ‘unité de force, ainsi que”le rayÿonrmoyen 
de l'orbite lunaire est pris pour-unité de distance; ce qui donne la 
vitesse moyenne de la lune égale à l’unité de vitesse; puisqu’en vertu 
desthéorèmes. d’Huygens sur la force centrifuge, la force centrale de 
la Lune est égale au carré de sa vitesse divisé par le rayon de son 
orbite. En multipliant l'expression précédente par Vélément dt du 
temps, la somme de tous les produits, correspondante à un temps quel- 
conque, sera l’accroissement de vitesse ‘résultant de la force perpen- 
diculaire au rayon. En le multipliant par +? du, on aura aux quantités 
prés de l’ordre du carré des forces pertürbatrices, Paccroissement de 
l'aire décrite par le rayon vecteur de la Lune, pendant l'instant d£. 
Newton détermine par un-procédé particulier, la somme produit de dt, 
par la force: | 3 A FE 
3m . sin (v'— D COS (u/—u). 
Cette somme est à fort peu près l'intégrale de la différentielle 

3m°du ‘sin (riv — vu). cos (mu—u), 
en.substituant.”1u pour.v’,, ce:que l’on ‘peut faire, quand on néglige 
l’excentricité. de l’orbe terrestre;.et en mettant du pour dé, la vitesse 
d 
moyenne = étant prise pour unité. Cette intégrale prise depuis : 


dt 
quadrature où u— my est un angle droit, est 


3m cos? (oh) 
AH) 





Cette. expression multipliée per 5 du; donne l'acéroissement de Paire 
instantanée , égal à, | | 


3m CI E 3m°ds . cos (où — 2m»). | 01" 
-8(1—m) 31118470) or 2% 


ainsi la variation de cette aire : est JE, < 


“A 2 


3m du . cos TR —— AUS 


BG—m) 2 





_ 


à LILI | 3 ’ , 2)j9 x 


2 Cette variation este sé SES les (oéiinS où. par. édriséquent, lire ‘1n- 
<stantanée a:sà ‘valeur! moyenne: ‘en: prenant pour: unité-cette lvaleur , 
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la; valeur de:laire.instantanée sera dans les autres points de l’orbite, 
8m O0 
I —— te COS (QU — 2MNU). 
+ Fm) ( ) 
La valeur de l’aire instantanée est donc à sa valeur moyénne comme 


cite ET 4G—im), 


+ cos (2u— 2mu) -est à CET DISRE 








et à cause de n° égal à comme 


I , 
178,7? 
220,46 +.c0s (2u — 2770) est à 220,46 ; 


ce qui est le résultat de Newton. 

r°dv°+-dr° 
TITRE. 9 

en représentant par #son rayon vecteur, Mais si l’on fait avec Newton, 

abstraction de l’excentricité de l'orbite; dr° devient de l’ordre du carré 

de la force perturbatrice, et peut ainsi être négligé; en sorte que l’on 


os : ù à 
L : . Mais l’aire décrite 


. Le carre de la vitesse de la Lune autour dela: Terre, est 


peut supposer le carré de cette vitesse, égal à —— 

par le rayon vecteur pendant instant de. est + r°du. Le carré de cette 
rdv? 

aire divisé par df? est PPT il est donc le quart du carré dela 


vitesse multiplié par 7°. Dans les syzygies et dans les quadratures, les 
carrés des aires instantanées sont, par ce qui précède, dans le rapport 
in? & G 37° 


5 À eat mm) : 


Ur 


en désignant donc par 1 —x, lé rayon vecteur r dans les syzygies, et 
parir=# x, ce rayon vecteur. Free les quadratures,; les carrés des vitesses 
dans ces deux points, seront en néghigeant le carré de x, dans le rap- 
port de 





Hat r: Sata | RE me 
Soient R et R’ He rayons vecteurs de l'orbite lunaire-dans ces deux 
points; les forces centrales seront par les théorèmes d’ Huygens sur la 
force centrifuge, dans le ne de 
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30 MECANIQUE CÉLESTE, 
Si l’on nomme # la somme des masses de la Terre ét dé laEuné, äl 
est facile de voir que la force centrale dans les syzygies, est 


k(x + 2x) — Dr: 
et qu’elle est dans les quadratures 

k(1—ax) + m° ; 
ces deux forces sont donc dans le anpôte de | 


2 
rar — — a 22H 





Æ sérait-l’unité; sans la force perturbatrice', puisqu'il!serait alors # 
au carré de la vitesse, divisé par le rayon; Æ ne diffère donc.de l'unité, 
que de quantités de l’ordre »*; ainsi sans rechercher cette différence, 
nous pouvons en néoligeant le carré de la force perturbatrice , sup- 
poser les deux forces précédentes, dans le rapport de 


IX — 2m à 1—2X mm". 


En égalant le rapport de ces forces, à celui que nous ayons donné ci- 
dessus, on aura 





R — 1 — 5m° (+ RS 
Pour déterminer æ, Newton considère l’ôrbe lunaire, comme une 
ellipse dont la Terre occupe le centre, et qui se meut d’un mou- 
vemént angulaire égal au mouvemént. apparent du Soleil, en sorte 
que son périgée soit constamment au-dessous deycet astres. Dans une 
pareille ellipse, si on prend avec Newton, pouf unité de distance, 
le rayon vecteur dans les octans ; ce rayon dans un pole quelconque:de . 


l'orbite sera | | 
1 — X . COS =) | 


"Newton en conclut que la courbure & = For les: PRE gies, està la cour- 


bure = F duos les quadratures , dans le LAPPOrÉ. de 


= (12 m)] 


rar PAR TEU Un à ER Lane “mines 
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ce quisdonne 
| R’ à | 
R—=1—2x{A(: — 7») mu 


/ 


DR » à 
En égalant cette valeur de =, à la précédente, on a 








SO ns I 


2 1— 77 
EG =) = 


L—= 


Cette expression de x, réduite en nombres, donne £? pour le rap- 

port du petit axe au grand axe de l’ellipse supposée par Newton. 
La valeur de x peut être conclue de la seule considération des syzy- 

gies. En effet, le carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure, 


est dans les syzygies, par. ce qui précède 


3m° 


on à PES hrs 


G—m) 
R 


En l’égalant à la force centrale dans ces points, et qui comme on Pa 
vu, est | 
kr + 2x) — 27m ; 


on aura 
3 


I m° À 
= À( HG 7) — 2m». 


On trouve, suivant le procédé de Newton, pour déterminer la çour- 
bure de l'orbite dans les syzygies, 





I 
FR =! x[4(1—m) — 1]. 
Pour déterminer #, on doit observer que Newton a pris pour unité, 
le rayon vecteur de l’orbite, dans les octans. Or on trouve facilement 
qu’alors, dans ces points, le rayon’ de courbure et le carré de la vitesse 
sont égaux à l'unité, et que la force centrale dirigée vers le centre de 


courbure, est À —% 7"; on a donc par les théorèmes d’Huygens 


Æ 1 — 


ce qui. donne 
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La première expression de = 


KE devient ainsi 


I — 7% 


= I 1— 2m me (x + — ) 


En l'égalant : a BR seconde; on a, comme ci-dessus, 


3,4 

= 7 

= fer I 77 
TL —= ;: 


6 = AG=m} Er. 


fi 








Dans ce procédé, il faut déterminer £; ce que l’on évite en consi- 
dérant à la fois, les syzygies et les quadratures. 

Pour conclure de ces résultats, l’inégalité de la variation ; Newton 
observe que dans ,une ellipse immobile où les aires tracées par le 
rayon vecteur partant du centre seraient proportionnelles aux temps, 
la tangente du mouvement vrai compté de l'extrémité du grand axe, 
serait à la tangente du mouvement moyen, comme le petit axe est au 
grand axe, ou comme 1—æ est à 1x. Ensuite, pour avoir égard à 
Pro crcnt de l'aire depuis la quadrature jusqu’à la syzygie, Newton 
multiple la tangente du mouvement vrai, par le rapport de la racine 
carrée de laire instantanée dans la quadrature à la racine carrée de 
l'aire instantanée dans la syzygie, rapport qui, par ce qui précède, est 

3m° 
me HUM). 


près égale au produit’ de Ja ‘tangente du mouvement moyen, par 


2 


Ainsi la tangente du mouvement vrai, est à très peu 


3m À 
nt ET TEE Dans les octans ou le mouvement vrai est en 


degrés sexagésimaux égal'à 45°, Newton trouve en substituant pour x 
et pour "7, les valeurs qu'il a déterminées, le mouvement vrai de la 
Lune égal à 44° 2728" : eù le soustrayant de 4%, la différence 32‘ 32° 
est la saléor du coefficient de l'inégalité de. Ja ya Frs Mais Newton 
observe qu’en vertu du mouvement apparent dé Soleil , le mouvement 
lunaire de la quadrature à la syzÿ gie, au, lieu\d’être es est agrandi 
dans le rapport de-la durée,du 1 mois ‘Synodique, à la durée du mois 
sidéral; ce qui revient à diviser 00° par 1— 7". Ïl en conclut que 
tous les angles autour de la Æerre,-et;fpar conséquent l'inégalité dela 
variation, doivent être quementés dans le même FAPPEN; ce qui porte 
cette imégalité à 35" 10". 
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Pour avoir l’expression analytique. de, Pinégalité de la variation, qui 

résulte du procédé de Newton, nommons d'u celte inégahté. Nous 
aurons 





tang (u sy = == ke — 2X — - ee) sue U 


u étant le moyen OUVEONT ts la Lune compté de la quadrature. 
Cela donne en négligeant le carré de dv. 





d'u sin v U 
cos® vu Ge Fe) r — a): cos v 


ou 


d'u — Arr es) . si Au. 


1 faut, suivant Newton, substituer dans cette expression, 0 — my au 
lieu de vu et la diviser par 1— #2; ce qui donne 


(2x «+ x) . Sin (2u — 277) 


2(1 — mn) 


du — 


. 2 . [2 ? . D 2 
Si l’on fait partir langle u— mu de la syzygie ; il faut l’augmenter 
de 90°; ce qui revient à changer le signe de sin (au — 2mu). 

On peut obtenir cette expression plus simplement, de la maniere 
suivante. On a par ce qui -précède 


k 
l 
pl 


#'\ 
: 4 


r?. d(u + db du ES ST « A |. 


Substituant pour 7, sa valeur 1 — %.Cos 2(u — nv), On aura 


. —— 


dd = (2x _e 5) . COS (2u — 2) 


d’où l’on tire en intégrant 


(x F3 TE se tee 


2 (1— 1m) 


cp see ee SE 
= PE = — == r< 
LÉ" 3: TRES 253 





d'u = Sin (2u— rm) 3 


a re SE = 
ES — = 


Pre em 7 
Fr mere MX TA T 


ici Pangle U — mu est male de: la syzygie. 


ne mu 


Généralisons maintenant, la méthode de Newton. Pour cela repre- 


pr 
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34 MECANIQUE CÉLESTE, 
nons l'expression de Q'du'n° x, du Livre VIL.-Cétte-expression donne 


d A Le ; ! ; 
(TS), pour la force qui anime la Lune, décomposée perpendiculai- 
rement au rayon r;, et — 3 pour cette force décomposée suivant ce 


rayon et dirigée vers la Terre: La force:- Se (+ ; multiplie par lin- 


stant d£ donne l’accroissement de vitesse pendant l'instant dt, per- 
pendiculairement au rayon :/cet accroissement multiplié par: df et par 


1 1 /dQN : : LE UT 
5dé donne 5 () dt poux l’accroissement de l'aire instantanée À r'dy,, 


dt étant supposé constant; on a + | 


, hi ai | F : rdv © Lie, 
En multipliant les deux membres de cette équation par TT , et inte- 


dy = dei +E f (À) -rdu | 


; | ÉSSL | <. AE I 
hk étant une constante arbitraire; d’où l’on tire, en faisant ==, 


Hire éd LE 
Paie PS rUn7 DONS de? 
me. 1+2.f(2 er 


ce qui est la première des ‘équations (L) du n° r du Lävre VII. 


grant, On aura 





. DL | r . d c 
Si lon nomme ds l'élément de la courbe décrite par la Lune, _ 


sera Île carré de sa vitesse :.en substituant pour d£:sa valeur précédente, 
on aura pour. ce carré 


hu, ie Lx = Tave cd: ce. El. 


Soit R le rayon osculateur de l'orbite ; les formules connués du rayon 
de courbure donnent ‘en supposant d constant, 


[e+2 


1 
g = dv e ÉLrLMIS : ds: peer : 
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ainsi le carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure.est 


dv za ddu dQN 
HIqu A LES ne ü |. ECS 116: ri: 
IL faut par les théorèmes d’Huygens, égaler cette expression, à la 


force lunaire décomposée, suivant: lérayon:de:courbure:et: dirigée vers 
le centre de courbure. On a vu que Ja force lunaire se décompose en 


ah. d 
deux , Pune dirigée vers la Terre et. égale à — (7), l'autre perpen- 


diculaire à 7 et égale à - a(a a) Si l’on décompose la force (7) en 
deux , l’une parallèle à l’élément de la courbe, et RUE dirigée vers le 


centre de courbure ; on aura pour celle- def 2 à TE où u (TS R). 


Pareillement:-la ART (TS) décomposée suivant le rayon de courbure 


du. 
sera . En réunissant ces deux forces dirigées vers le centre 


de Seite , on aura pour la force lunaire dirigée vers ce point 


du (& nl 
D: ds le uds É 
en légalant au carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure, 
on aura 


o=(T Hu) FER ee; É | Fe HD fude” (À): 


équation. qui coïncide.avec la .seconde des équations (Li): du_n° : du 
Livre VIT, lorsqu'on néglige l’inclinaison de l'orbite lunaire. 

3. Newton considère ensuite le mouvement des nœuds de Porbe Iu- 
naire, et la variation de son inclinaison à lécliptique. Après avoir dé- 
composé l’action du Soleïl-sur la Lune, en deux, l’une dirigée suivant 
le rayon de l’orbe lunaire, l’autre parallèle au rayon mené du Soleil 
à la Terre; il retranche de celle-ci, l'action du Soleil sur la Lerre, et 
il observe que leur différence est la seule force qui puisse altérer la po- 
sition du plan de l'orbite lunaire, comme n'étant pas dans ce plan. 
Pour déterminer la variation desnœuds qui en résulte, Newton fait 
passer un plan par l'élément de l'arc que la Lune décrit dans un m- 
stant, et par le rayon lunaire dé la dernière extrémité de cet élément. 


bo: 
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Ce plan sera celui de l’orbite pendant cet ‘instant :.dansslinstant:sui- 
vant, la différence des forces dont nous venons de parler, fera dévier 
la Lune, de ce plan. Si par l’extrémité'du rayon lunaire, on mène 
une petite droite pour représenter cette différence ; en la composant 
avec la vitesse de la Lune dans:le-prémier instant ,'on aura la Girec- 
tion de cette/vitesse dans:le second: instant; et’ faisant passer: un plan 
par le rayon lunaire et:par cette: direction ; on aura le nouveau plan 
de l'orbite. Newton détermine ensuite la différence de position des 
nœuds de ces deux planis)et äl trouve que le mouvement horaire du 
nœud:ascendant:est} égaliae227479 119600 ÿ 


— mu, . sin (u—N) . sin (ru — N). cos (u = mu); 


N étant la longitude du nœud , et v, étant lesmouvement horaire de la 
Lune. En désignant donc par N° le mouvement horaire du nœud, on*a 


N,— — 3m°v,. sin (u — N). sin (mu — N). cos (uv AT 


Dans l’état actuel de l’analyse, on réduit le produit de ces sinus et 
cosinus, en cosinus simples ; ce qui donne 


N,=—<#m.u,. [14 cos (2v—2mv)—cos Gt — 2N)—vos( mu —2N)| 


En changeant ensuite N, et v, en dNet do, étrdésignant —#mfu par 
lu ; On-aura à tres peu prés , en intégrant : 


RER AR m° 4 Ra 3m É + 
N= —$ mu —13 js (au — 2mu) +- 8GZ5 "Sin (2u— 2N) 


ee 


PP) Lx 2 
—- SC — à) ° SIN (2mu —— 2N). 

Ce procédé n'était point au-dessus de -Panälyse connue de Newton; 
et s'il en eût: fait usage, il auräit eu fort simplement l'inégalité an- 
nuelle du mouvement ‘dû nœud, ique.son petit ces rend tres sen- 
sible, et qui par ce qui RATE est 


3m° 


rer À sin (arnu—2N).s:t or 


Eu subsutuant: pour.N sa valeur-précédente, -dans-’expression:de: 4N 5 
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on'aurailé-terme non périodique 
3 m2 3m° . 
md. Ba D ? 


en sorte que le moyen, mouvement du nœud sera 


ne Lio — ae 


expression exacte aux quantités près dé lordrems. 

Newton, au lieu de décomposer l’expression (du mouvement horaire 
en cosinus simples, pour ne considérer que l'inégalité indépendante 
du mouvement dela Lune; emploie un, procédé qui revient au même. 
Il observe que dans lé cours de chaquemois , le mouvement du nœud 
s’accélère et retarde; ‘et que delà résulte un mouvement horaire mé- 
diocre qu'il'trouve Éénilé à 


— À mu, ..sin° (mu — N), 
ce qui donne 
NU 224 me, fn — cos (ami aN)] 


2, 


N, étant ici le mouvement horaire médiocre. Cette expression de N, 
revient à négliger dans la précédente, les termes dont la période est 
d'environ un mois. Newton néghige en effet, les inégalités de ce genre; 
parce qu’elles disparaissent de lexpression dé la latitude , en se com- 
binant’avec les inégalités semblables de Pinchnaison! de lorbité lunaire. 
En changeant N, et v, en dN et du,ona 


dN = — © m°dvu.sim? (mu — N). 
Supposons | 
mu —N—9, 


on aura 


- \mdy = do + dNi. sax. 2 


on aura donc 


| 3 mag ssiniQ il: AT LE + md. ds À 
£ _ + sin° ® 


En intégrant cette valeuride ZN, depuis @ nul, jusqu’à ® égal à la 
circonférence 27 ; on aura le mouvement moyen du nœud rs lin- 
tervalle: de deux LtETAE coriséeutifs du Soleil au même nœud, f’in- 
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téorale de. —+mdgusim? x est + mar Newtonra: déterminé: lPin- 
tégrale IGX® 


Em.de:sint@ 
2 Sad 
ER sin” @ 


par la méthode des suites, qui donne pour cette intégrale 


27 LC ):: 
a. (anez 27. 


Ona: ainsi pour. le: mouvement moyen du nœud dans l'intervalle de 
deux retours consécutifs du: Soleil au/même nœud, 


he oz 45m°\. | 
En exprimant cette quantité par — 2F7; il faut suiyant Newton, pour 


avoir le mouvement sydéral du nœud, la multiplier par —— 


Fo Ce qui 


donne pour le:moyen mouvement du nœud, 


37 Qi 
— = m2 COR S 
3 meu (à 8 — 3 


Newton ajoute à cette expression les termes de l’ordre: mf, qui ré- 
sultent de ce qu'en xertu de l'argument de la variation, le rayon vec- 
teur de la Lune n’est pas constant, et son mouyement, n’est pas uni- 
forme. Il trouve qu’il en ‘résulte. dans de mouvemement du nœud, la 
quantité 





& mu (2x +5 m°) ; 


x désignant ce quernous lui avons fait désigner dans le n° précédent; 
ce qui donne le: mouvement du nœud'suivant Nevrton , égal à > nd 


— 2 p°y ( NL NE 7e vases a9.m) 
e 8 32 y 





L'expression. de ‘ce mouvement donnée dans'le n° 13 du Livre VII, 
et qui à été, vérifiée. par divers) géomètres, ‘est ‘aux de Près de 

l’ordre mÿ, ee dus xuol 
" 3 mm? 7 d a. 


la ATéenEe de ces deux PÉRTE estr-très petidec 
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O 
'R> 
Pour.:avoir: l'inégalité fdu-mouvement dunœud, Newton fait usage 


de l’expression précédente 4N,: qui en l’intégrant et négligeant les 
quantités de l’ordre m°, donne S 


N=—2mp(r—2m)+ Emi — isin 29 


OmAIlQD ÿ | 
—r . SIN e 
T1 4? 
à : 
L’inégalité dépendante de sin.49 est ‘insensible : celle qui dépend de 
sin 2® ou de sin {2mu.— 2N),.a été reconnue;par! Ticho. En rédwi- 
sant en nombres, son. çoeflicient;. on}.a-celux que Ticho a dédut:.de 
ses observations. 


Newton déterminé ensuité la variation horaire de Finclinaison de 
l'orbite lunaire à l’écliptique, et 1l la trouve égale à 


— 3m°y.u,.cos (u — N).sin (720 —-N).cos(u — mu). 


y étant l’inclinaison de l'orbite. En changeant le mouvement horaire 
v, de la Lune en dv, en réduisant en sinus simples le produit des 


cosinus et du sinus, et en intégrant ; on a pour la variation de lincli- 
naison , cette expression fort approchée 


Sy. COS (20 — 2m) dat: cos (2 — 2N) 
8.(2— m) ax G(1 —5) 
3m°y . cos (2rm0 — 2N). 

QUE CESR 


y étant l’inclinaison moyenne de Porbite. Newton ne considère, comme 
il l’a fait pour le. mouvement du nœud, que la partie de cette: expres- 
sion qui n’est relative.qu’à la distance dù Soleil au nœud :1l trouve le 
mouvement horaire de linclinaison, relatif à cette partie, égal à 


3m° 


 V,y. Sin (mu — N). cos (mu — N); 





d’où 1l conclut la principale-inégalité de linclinaison: 


Il observe que les deux autres inégalités dont la période est d’un 
mois à peu près,/en-se combinant avec-les déux inégalités correspon- 
dantes du mouvement du nœud, ne produisent aucune inégalité sen- 
sible dans la latitude: En-effet, si lon nomme ON et d'y les variations 
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tion de lati- 


tude : le second forme la seconde équation de la latitude, dont le 
coefficient est augmenté d’une quantité de l’ordre 7°, par la considé- 
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à peu prés. 


\ 


galités de l’inclinaison et du mouvement du nœud, dont 


L4 
1ne 


ration des 


a période est d’un mois 
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GHAPITRE:AIE: ses et 
Des. inégalités lunaires à longues périodes, dépendantes de 


la figure non sphérique de‘ la Ferre: 1 





De l' Ines galité hais a longue Dêr iode, dépendante de la di ifférence 


des deux hémisphèr es lérrestres. 


om 


EN . , ’ . 
Cerre inégalité,a pour argument, la longitude du périgée lunaire, 
plus deux fois la longitude du nœud ::sa période est d'environ 180 ans. 


Pour la déterminer, je vais reprendre la formule (F) du n° 46 du £e- 
cond Livre, en lui donnant cette forme 


Pet na (a) D. 


l’angle v étant rapporté à orbite lunaire. Je supposerai ici que Ja 
caractéristique d'se rapporte à la différence des:deux :hémisphères 
terrestres. 

On peut supposer dans ‘cette fo mule, r*dy' proportionnel à Pélé- 
ment dt du temps. Cette RTE a lieu dans la théorie de 
la Lune, en ayant même égard aux termes de l’ordre m2 dans les 
expressionside r et de du; m exprimant comme, ci-dessus , le rapport 
du moyen mouvement du Soleil à celui de la, Lune. Ces termes que 
l'intégration a réduits à l’ordre #2, ont des argumens qui ne différent 
de u, que de quantités de l’ordre 7»: tel est spécialement celui qui 
représente l évection. Ils peuvent être considérés comme autant d’équa- 
tions du centre; en sorte que si l'on désigne par #14 cos q, le terme de 
Pexpression 4 r ; le terme corr boant de: lPexpression:de dy sera 


MéÉcax. céz. Tome F. Br 
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aux quantités près de l’ordre m°, égal à — 2mk.cos g; ainsi, en négli- 
geant les quantités de cet ordre, Æ disparait de l’expression de r*du. Ces 
termes ne troublent donc point sensiblement, la proportionnalité des 
aires aux temps. En pr enant ainsi pour unité de distance , la moyenne 
distance de la Lune à la Terre, £t pour mésuhré du temps £, le moyen 
mouvement de la Lune; nous pourrons supposer r°du égal à dt. Par le 
n° : du Supplément au Traité de Mécanique céleste, JR peut êlre sup- 
posé nül'relätivement aux riésalités » longue bérisle et par? rapport 
à ces inégalités, on peut\évidemment négliger: le-terme:2d (rdr). L’é- 
quation (T) devient ainsi | | | 


d. du — — 2 + di Fader( LES= — E gr | 


1 faut maintenant déterminer; la valeur de, R. Si lon nomme V la 
JAP: 

somme de toutes les. molécules de là Térre, divisées par leurs di- 

stances à son centre; on aura par le n° T4 Livre I, une expres- 


sion pour ÿ de cette nn ‘ 


ZS Dane +. à _ 3 p == 


L y Sie an + 
LU LE LEURS ES CE NS 


ee “ : <= = à 
—. : FREE = 
RAT TRS RE 


List vynersee 
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44 

15 

146 
: 10 
ll 

4 

*. 


=h AE HC), D tes de Ho, > : U® cet HO. [ue dr. etc. 


T étant Ed masse a nt terrestre k 5: 2 son. rayon moyen : et 
U® étant une tncuon rationnelle et entière de met de &, telle que 


l’on ait - üvo OR 
RE. mr ( JR car l : it 1 É: LO. 


étant le: sinus de la déclinaison dE, la: Lune, et.æ étant la distance 
angulaire de son méridien à un méridien ee En nég ghgeant, 
come on peut le faire. ïct,, les sinus et cosinus dE angles ÉRERfanE de 
cèlte distancé ;-on aura ; oHoO z2emmot nb 
Fur g de, | 
Le terme divisé par r'4 date expression de V dépend de la différence 
des deux hémisphères terrestres, Il prénd par le n° 46 ‘du Tivre IT, 
un signe contraire dans l'expression de à où il dévient 


is œ (3 n) 


En désiguiant par s; la tangente # Le latitude de la Lune; par fi sa 
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longitude vraie rapportée à l’écliptique et, congé de l’équinoxe mobile 
du printemps, et pas À lophquiie de l'écliptique; On à 


_: [sin à». Sin oo COS À, : 


G+ s} 


ce qui produit dans la fonction g°— #4, le terme 
— sin* . À.sin sf 
KG +sY 


C’est le seul terme de cette fonction, auquel nous devions avoir égard 
ici. En faisant donc | 
H®). D; sin À 
k= —— —— ; 
À ? 


on aura dans l’expression de R, le terme 


&.sin 3fv 
(1 He). 


On peut ôbserver 1ci que f'est extrêmement près de unité, et qu’il 
n’en diffère qu'à raison de là précessroh des RE dont le mouve- 
ment est très lent par rapport à v: 

Pour avoir l'expression de R\, il faut:y ajouter ce qui dépéd de 
l’action du Soleil, et lon RE en rapprochant l’expres- 
sion de R du n° 46 du Livre II, de. l’expression Q des n° 1 et 3 du 
Livre VII, que cette partie de R est la fonction 


ee “ rfi 35 niet) dos. -(au—‘2mu)]; 


les angles v et mu étant 1c1, rapportés à l'échptique. En la désignant 
par #Q, la partie de R que nous devons cousidérer dans la question 


présente sera 





£.sim:3fv 


DCE 5 
| (1+s°)2. A 


On aura ainsi 


dR +. / 8.4. _ ap 
M) PET pin 


La caractéristique ne portant ici / que sur les termes multipliés par 4, 


ST. 


ea ere. V2 
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sa l’on néplige le carré dé k; on aura 





».8.(7) ie s.rQ— max. 


Mais en n’ayant égard qu'aux néité à à longues périodes on peut, 
comme on l’a dit , supposer JR ul; ce qui donne 
_ Æ£.sin 3fv 


d.rQ' = — — ; 
Q (i+s")2.rt 


“Des e 








on a donc 








la formule précédente (a) devient ainsi 


____ Kdrèr) 12. &. sin 3/fv 
d.du —— rue — dt | 2 GS) 1e + 20. rdr |. 





I faut maiñtenant déterminer rdr. Pour cela je reprends les équa- 
tions (L) du n° 1* du Livre VIL. En adoptant les dénominations du 
même Livre, la différence des deux hémisphères terrestres ajoute à la 
valeur de Q du numéro cité, le terme | | A 3 DORE SE 





E.uf.sin 3fo Lo 1 .H9106 uD «or 


| 231 2 fe EH -Hn fi 91 10! 
| (Es) À a 
, ’ \ V1 + 5° . ., ” à = ev " Ÿ . 
r étant égal à: =———..Ne ‘considérons ici. que: cétte partie de Q ; on 
Z& , | 7 
aura 
es RER NAS 3k . n° ‘éoifs dé M à 
dv É à PO î Se n 


On a par le n° 4 du Livre VII 


ail 


il 
|} 
L | 
| 


= hp) LIT Se. go (ou — el; 
SE? sin (gu— 8) ; 


négligeant donc les termes qui doivent rester insensibles après les 





© 
© 
OT 
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intégrations , on aura 


= 2 3 
dv/ Au h° pe Sp sin (3fv — 290 + + 25) 





p D ne 
CE 9 ey*. sin (fo — 290 — cv + 28 + 7) + x) 
4” 3f — 2g—0c 


En substituant pour z sa valeur approchée 


FE L'H37 29": cos (agu — 28)], 


Cas) +4] 2): re 


de la seconde des équations (L) du n° r, donnera ceux-ci 


le terme 





LR 27°. sin (3fo— 2gu + of) | 
2 +? ey*.sin (3fu— 2gu — cu 28e) | ; 


on trouve de plus 


ra (a)= LU sin (Bfo— 280 + 26); 
d d 15kÿ° 
mA Fr E Tr Te . Sin (Sfu — 2gu + 26). 


Tous ces termes réunis produisent dans le second membre de la seconde 
des équations (L) ue le terme 


(e key*.sin (3fv — re — cu + 26 a), 


FT She 3f— 29 — c 
Il faut ajouter à ce membre, le terme qui résulte de la variation de 
u , relative à /Pangte 3fu— 2gu;, dans le développement de la force 
perturbatrice. Représentons cette variation, par 


BG = FG+Y .lk. sin (3fu — 2gu + 20) ; \ 
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en sorte que la valeur précédente de u, devienne: : 


- a [ ViÆs+e -cos(cu—2) uk. cos(do—agu-28 7) | 


7 étant la demi-circonférence dont le rayon est l'énité. L’angle 3/u—2gv 
étant très peu différent de cu; on peut considérer le terme 


Aie (So —2gv+ 20 — 7), 


comme étant relatif à une .seconde équation : du centre; ainsi de 
même que le terme e.cos (eu — a) a produit dans le second membre 


de l’équation (L/) du n° 9 du Livre VIT, de terme 


— (1 — c). e cos Eh ; 
le terme 


lk cos GÂ — 290 4 28—7) , 


y produira le terme | | 
He Lis als\ro BL Male ven | 7 

(ic) tk. coë ( 3f0 2gu 4 20 =. 
c' étant extrêmement peu difiérent de c. Il lui serait même égal, si 
l’on faisait abstraction de la puissance [ e. cos (cu—®)|° qui provient 
du facteur = qui uültipke Paction perturbatrice du-Soleil, dans le 


mouvement lunaire; carén négligeant le carréide # et ses puissances 
supérieures, et he bent que/les: termésmultipliés par 


e :Cosi( Cu 0) 
et par 


Lx ie cos (3f0 me: + + À 


on a 


a (ste) NUE : e*). cos (cu— a) $ 
| )— 314. cos Gi—au+ ed e3) 


De là il est facile de conclure que l’on a à très peu près 


1e — (1 — 0) (r — À e*). 


LIVRE XVI. 387 
IL, faut donc. ajouter au second, membre ide l'équation (L’) du. n° 9 


du Livre VII, le terme 


— (1 — ©) (1 + $e)./k.sin (3fv — 2gu + 26). 


Le terme 





. 
2° (x + 5"): 


que donne par son développement le second membre de la seconde 
dés ‘équations (Li) du n°1. du Livre, VIT, produit -dans de second 
A 2 
la variation de s, dépendante de 4. La partie sensible de cette varia- 
tion dépend de l’angle 


membre de léquation (L”) du même Livre, le terme d's étant 


3fu — gu — cv +0 Le; 
parce que | 


3fu — gu — cu 


différant très peu de gu, les termes relatifs à cet angle, acquièrent 
un très petit. diviseur.!1l faut par la même raïson avoir écard aux 
termes de ds, dépendans de l’angle 3fu — gu +8. Ces termes pro- 
3sds 
Éh 2e | 
et qui acquièrent .par l'intégration de l’équation (L’) du n° o du 
Livre VII, un très grand diviseur. 

Cela posé; en n’ayant égard qu’à la partie de Q dépendante de 
k,ona 


+ (Ds (SO (À) 
Ju?" d (Æ hu +) TT Ju? (7 


=— Te cos (3fu — gu — cu + 04) 


duisent dans des termes dépendans de l’angle 3fu—2gu+- 20, 








—T 7. cos (3f0 —gu 0). 


Il faut donc ajouter ces deux derniers termes au second membre de la 
troisième des équations (D) du n° r du Livre VIL. Il faut ajouter en- 
core à ce membre, le terme qui résulte de la variation de s relative à 
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l'angle 3fu—gu—cu, dans le développement de la force perturbatrice. 
Représentons cette EU par 


ik cos (3fù — gu— cu + 8 + œ). 


3fu — gu— cu différant très peu de gu; on peut considérer 


. . F | 
k. sin (fo — gu— cu +0+ a — : ) 
comme appartenant à une seconde inchnaison ‘de orbite: Ainsi de 
même que le terme y . sin (gu— À) a produit dans l'équation (L/) du 
n° 13 du Livre VII, le terme 


(g®— 1) y: sin (gu — 0); 


le terme 


1 . sin (fo —go—v+0+æ—T), 
y produira le terme 
(g"®— 1) .1k. sin (3 — gu sa cu + 0 +eæ—°), 


g' étant extrémemêént peu différent de g. On aura leur différence, en 
observant qu’elle vient du terme multiplié par s°, dans le développe- 
ment du second membre de la troisième des ‘équations (L) du n° : du 
Livre VIT, et spécialement de sa pie 


DE (& DE a 


et il resulte de l’expression de Q du n° 3 du Psion VIT, que cette 
partie donne dars ce second membre, le terme — 37°, Af.s°; ce qui 
produit dans le second membre de l'équation (L") citée, le terme 





— © hôm. . y. sin (gu — 0); 


on a donc, en observant que est à très peu près Punité, 
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il faut donc ajouter à ce,second membre,-le Let 





(8° = 5 Rev LT ea see tt) 





| 
[l 
La troisième des mire (L) citées donie ainsi, en ne considérant | F 
que les termes précédens dépendans de #, LA 
| HA | | EM 
| 1 
oo Le Le — 1 rat 9 my \. ik. cos Gf mn QU = Cu + 0 + a) | 
da Fame Peu nl | 
1e 
— —. y. cos (3fu — gu + 8). !\\ER 


pen 
n 


Ayant représenté par 44 .cos (3fù—gu—cu+0+a), le terme 
de s, dépendant de Pangle 3fu— gu — cu; l'équation précédente 
donnera 


o = ik [g° + %. my — (3 — 8 — 1 5 ve 


Ainsi la variation de s relative à l'angle 3fe — gv — cv, est à fort peu 
pres | 
106 ye cos. (fo, gu — cv + +) 


"26 * He LS 


2 (3f —- ge) my" 
7 et m sont des fractions du même ordre .de-petitesse, en sorte que 


— sy" est de l’ordre mnt; il semble donc qu’on peut le négliger par 


rapport à 2(3f— 2g— 0) ; mais la circonstance particulière qui fend 
1 — c presque double de g — r, rend-2(3f— 2g-—c) fort petit, et 
tel que pour lexactitude du calcul, il est nécessaire de conserver à 


son égard, le terme . m°y. nl 

- Le _— . A L] \ k à] ll 1 Fe 
La partie de s relative à l’angle 3fv — gu, est à fort peu près | 

k | (al 

LB ES Sera 2 D NN HET Peer nl 
— 55 + Cos (fu —jgu 8) : nl { | 
AU 
3sds LEE 
le terme — Ta donne ainsi les suivans DT 
TRE" | HE : 
’ , æ 1180 : 
MÉcax. cé. Tome 5a PA: 

Al 

: 


EL ES 
es TE Lm ie 


= 
D. à Cr d 1 odiste… à 


ee — — 





ee Ps —. i— — = 


TEE LE 


Sn 
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ob. sin (3fé 39) 240030 à) 
_ Gf—2g—c — 2 ny") 0 


LT a : Sin (3fu — dt + De 


La seconde des équations (L) citées , re ainsi, en ne considé- 
rant que les termes er ont pour. reure >p — 286, ou qi peu- 











Vent l': acquérir, ; Ur 
dd, 9k sh Br "= 
tu, uote da Dr à —— SIR(3f0—2gu0—cv+20+7), 
BE 3f—2g— c— my | 


8 
F$ D, sin QUE 290 + 20) 
ic so fee — Te, dl. sin ee Fr Je) 
Ayant représenté-la partie de la variation J4 de u, relative à l'angle 
3fu — 2gu + 36, par(S = à 2 \É) | 
IR . Sin (3fv — 29 ra 20); 
l'équation re lbnte Honne 


Re ER 
54 4e C3f—2g—c—2 ce (r—c*) |? 
on aura donc 


5 EEE 3ky°. sin (3fv— 2gv-1- 20) FY DE i 
ARS, (Bf—2g—c—5e(1—c)] 


: 3f— ag — © — Ÿ m°y° 
+ a eh ANT ne Haas Eole 
(BF 2g-20) 8f— 2g— em m2) 


En prenant ensuite pour unité 14 moÿenne: distance de la ‘Lune’à la 
Terre, on pourra par le n° 6 du Livre VIF, supposer k= 7, et alors 


Le 


on a à fort peu PS 


u 1 a she, cos(cu-=— œ), 
on a ensuite ps 


us VIE 


172 n. 
LAON 


EIRE XV T1) Di 


Le terme PET | 
12. dé, sin 3fv 


fa" 
(1 + s°)2 .7t 


donne celui-cr, en substituant pour d#, 


okey*. sin (Su 5e BR x" 8: SFr 20 us æ).. 
On trouvera facilement 


| {sds du ‘du 
—_ 206. ENT eN G — Se 4 3. cos —. — 2mu)] — ———).—, 
LU 
En substituant pour d'u ét ds, leurs valeurs SPERtE , et ne con- 
servant que les termes gi ont des diyiseurs de l’ordre 3f— 2g — c, 
on aura | AR D 
me A % do I 








| “de M Ascede Hr 
T° : 3 | r 18 % 
— OL. = er. sin(3fo — 2, ov— cv + 204). 


Les termes de l’ordre m° doublent à fort peu!près, comme lon sait, 

la valeur de c relative aux quantités de l'ordre m*, ce qui rend tres 

petit le diviseur pige; il est donc utile dis la présente re- 

cherche, d’avoir égard ’aux térmés ‘de l’ordre m%. Pour cela, il faut 
considérer la fonction 


(ads _\du dy. - 
.COS- (au = 20). Cr 


qui fait ,parüe de l'expression. de -— 20: .TOT.. 

Si l’on suppose À 

u—ite,cos (cu —@) + A, .e.cos (au — 2mu— cv + a): 
+ B,@. cos (20 — 2mu — go + 8), 


A,9 et B,®2 ayant les significations que. je leur ai données dans 
le Livre VIT; la fonction précédente donnera dans lexpression de 
JA: 


Hull 





que 


TER 


-- ee peer Le = . 


———— ————— 


he > hé — 


pre 
= _— = SE -- 2 
PR RTE PE RS L'U E  , L'ÉN e 
_ 22 it. Lin 


"2 rs 7 - = 
RER RTE : _ = " 
- a — : 3 _ — r- . 
1 Lr 


cn ‘2 te 
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d.d'u, le terme GS 


Ba PE HT :5 A,@ 


M | FR 3f— 2g— 0—5 FU) | 
tel 5. meytdo.Hsint3fe "286 = 00484 a) À) 0 CCR ! 
1 ‘ 29 | 1) es A APR R ARE | 
At 4 | | | 
144 . _ ‘d(dr . dr 
ll Considérons le terme — Le, de ce de dou : on a 
LS LS | re LE - | S 
111 dr = e . dy..an(cu—@) ; DRIVE: + 

- | SE : Vr+s + s 

1 (dr. dr té CES. à 
le terme SR, donne a1NS1 le sutwyant 


3k6.e.y° d.cos (3fo — 2gv — cr +25 a) 
8 x 3f — 2 0 md €”. (x — = — 


2 
t- 


L'expression de d.du se rapporte au plan de l'orbite lunaire : pour 
la rapporter au plan même de lécliptique ; faut, par le’ Chap. IT du 
Lavre VIE, Jui sus ce que produit la FNTURe 


1.57) : dv; 


lorsqu'on y substitue RES 


. pr - Te: cos Rte 
2 (3f — 29 — c) À: my 


ce qui produit le terme 

3key” DE du (3f — 28 — c)]. sin Mere était e) 
Le di ÉORE nee Lie 
Enfin _le, terme! Jr 93399 35 EN 918) 
ob è% dé . _ ee i ar 


æ 





NY. 12 


de l Expression. nn ee es 2 JE aSonél. er £le ma debian 
‘dans celui-ci 


12. kdo .u. sin, 3fo 
| (1h t)3 








L 
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| | quil | 
et en y substituant pour 4, | | 1] | 
| V/1 Hs + e.cos (cu — @æ), \ ln 
le terme | fu 


Leg okey” . Sin (3fu — 2QU CU _ »B _e œ). 


En réunissant tous: les\'termies de l’expression de d.d'u rapportée à 
RES et en intégrant, On a 


du = — 
3 —— — 
fm LUN, 25 Les 3f—5g 29 my" 


: 
(£ m3 He : A1 ) 
32 


5 
3f— 22 — c—- 
4 © 4 


m? 3B, (0) 
3key’. COS(3fu — 2gu— cu 420 +) Re Er jLe re) g]— —. Lei Gas 0.8 g || 


+ 


— 


| x 


sf 


22 = C 
_ e2.(r — c?) 


LZ .cos (3/5 — 290 — cu + 28 + @æ) 








vw 5 
3f—2g—c—7e.(1— 02) 


4 


Pour réduire, cette formule en nombres, :on peut:observer)que/par le 

° 14 du troisième laivre; le rayon. d’une couehe du sphéroïde ter- 
restre étant exprimé par 4.(1ay), et y élant développé dans 
une suite de la forme 72/70 2 y@ LE y) LE etc., y étant assu- 
jetüi à l’équation 


— Re p°) 3] + ASE 1.1 i+ : 1.7 


1— 2 


on aura par la formule (z) de ce même numéro, 
HO, DUO EE à. pi d .afre. 


p étant la densité dé la couche; la différentielle et l’intégrale étant 
relatives à la variable 4; et cette intégrale étant prise depuis 426, jus- 
qu'ä a—D. En prenant:pour unité de distance, comme nous le 
faisons, la distance moyenne de la Lune à la Terres et pour unité de 
vitesse, la vitesse moyenne de la Lune; la masse de la Terre devient 
à _. peu prés l'unité de masse; or cette masse est à fort, peu près 


——- - = TSI CHE DEMOLOETSENTETELEZ . = = = 
J'AI ë Le —.- —. er TES EE PEL TS ] a RS en PE À 
- ve 1 =. Lt PTE "3 At k ke - : = … + cs 
_ Lg = = —_— —- us e— he .— 3 LR Cas ne - mb -—.- — : ce P LR f | 2. — 
£ 7" ; ee + so vu , s e ass 7 Le” re. 1h x es CE UT 2: — 2 — a. : — 
- 4 À = os Rs «- Re de rm à ETAGE pa à" BA. % z 
x . ee : 4 > CCE rer " ps . - << - 
ep ds _ one = - _ = > — 
= = -— … . N » y = +1 
L Ÿ” L «er | : e : 
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£ pd. a; on aura donc. . \ 


LL 
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f°.d. 


” géo ht mt 


= = = - 


a 
-- + _… — _ _ rs —— 
> LA buses dire D ” _ 





er 


AE RTE S 


10 
Lo 
{ 
L 
] 





D 


304 MÉCANIQUE) CÉLESTE, 
Où peut négliger ici les termes de y7® ie dépendent de æ, et sup- 
poser ainsi | | 


He 
79 = pu), 
p étant une fonction de 4; alors, on a 


FES 6 
G) ns 72-Jp-dap. 
not D ppIFuz? 


Pr EE. 
ha Sr. 


Si la T'erre est supposée homogène, p et p sont constans, et l’on a 


ce qui donne 


sin®. À. 


3k =. ap. D. sin? À. 


Nous sommes certains par les mesures des,.desrés terrestres. et du 
pendule, que æp n’est pas =; 34 est donc au-dessous de -2=.D*.sin* A. 
Quelle que soit la constitution ‘du sphéroïde terrestre, nous sommes 
certains que 34 est au-dessous de 22 .D°. sin$. À. On à à fort per 
près 

pe = 2445; 


on a ensuite par le Livre VII, 


c —= 0,09154801;. à 
m — 0,0748013;, e — 0,02 487203, 
À —'0,0900807 ; £g —11500402779; 


AU) — 0,201816; ‘B@=— 0;:0282636. 


De plus, l’obliquité de l’écliptique est à fort peu près.23° 28/ en de- 
grés sexagésimaux; en supposant donc 


HE = a Dee sin* À, 





= . re 
ii 119 22 7 2. 231, 


et en er fe que par 1 n° 10%. du Tue, VI, OA! hr 
D = 0,016655 ro1 ; 


on trouve que l'expression -de-d'u, donnée par la formule (2) est in- 
sensible et au-dessous -d’'unmillième. de seconde: 


LIVRE XVI: 3 


Des inégalites lunaires dépendantes de la partie elliptique du rayon 
terrestre. 


5. J’ai déterminé ces inégalités ‘dans le chapitre IF/dù Livre VIT: 
je vais considérer ici, quelques quantités auxquelles je n'avais point 
eu égard. Le terme de l'expression de V donnée,c1-dessus , qui dépend 
de la parte elliptique du rayon terrestre, est | 


HC). = US. 


On peut supposer ici dans ce termé 


pie à. 
U°? = M — 7; 
alors, en substituant pour 2, sa valeur 


Sin ; Sin /v + 6. cos À 


GHs)s 7 





on aura dans V le terme 


D? sin À. CO5 À, 5.-sin fu 


2H), Fate - 
(1 + 5°) ? 





Ce même terme pris avec un signe contraire fait partie de l'expression 
de R; en sorte que l’onpourra supposer 1ci 





R =7Q! > H0), RS sin À. COS À .5 . Sin fo 
pige AS LEE 


ce qui donne 
g = . 28. Si y 
28 (TN = 49 Qra He Dr, HR? one -sin fe 
4 r sg 
(x+ 1): 


En n’ayant égard qu’à l'inégalité de du, dont la période est celle du 
retour du nœud lunaïre,au mênie équinoxe; oôn pourra supposer JR, 
nul ; et alors on a 








init ARTE D° ,sin à. cos 2.5. sin fu 
d). @ a n HC. ET ———————————— 


? 


; GAY 
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306 MÉCANIQUE CÉLESTE , 
on a donc 


272 (EY= 20 HG) D°. sin à .,c082.6...sin fu. 
dr en (14 5°) 


? 


et la formule (a) du n° précédent, deviendra 
(2) er i 
d(drèr) 20.H “3: Sin À. COS. s. sin fo 


d' june dE | 
. G Hs): 





Le terme 
2 


D . . 
o . HE).— . sin À : cos À . s . sinfv 


À - . dt 
(1 +5) 


Le) dir 5 | ; 
donne celui-ci, en substituant, comme éi-dessus, — ou simplement dv 


u? 
pour dt, et faisant r =1, 
10. H®, D°.sin À. cosA : ydu. cos Fr : 


| 


On a par ce qui précède, 
— 20 = ue fr — 3543 (1— 5°) . cos (2u— 2mv)|], 


le terme — 2Q/rdr . dt donnera ainsi le suivant 





ps É sr 3, cos (2u _— 2mv)| . rôr (o). 


11 faut déterminer la partie de rdr qui dépend de cos(gu — fu —6) 
et qui a Peur diviseur g —f. Voulant ensuite avoir égard aux termes 
de l’ordre m, il faut déterminer la partie du rdr de l’ordré m,"qui 
dépend de cos tu 24 — pu + fu — 0), et: qui alle diviseur g—.1; 
parce que cette partie étant multiphiée par. cos (au — 2), produit 
un terme de ordre #°, dans la fonction (0). 11 faut donc ayoir égard 
aux mêmes parties das les développemens de sds et d'u. 
Développons d’abord ds. La partie de Q relative aux forces perturba- 
trices étant — R, elle est égale à 


sinÀ cos A, u'.s;sinfe 
ÉDO RELEEL EX 1: ere 


79 QE 20: D*-. _ 
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En n’ayant égard qu’au second de ces termes, la partie utile de 


1 de = 7 (0 = LÉ) (D) 
hu ° (T lu * Ko (7 


se réduit à très peu prés à 





— 2H, D. sin À . cos À . sin fv. 
La troisième des équations (L) du n° r du Livre VIEdonne ans , 
en désignant par d's le terme de s qui dépend de fv, 


dd. às 


du? 


O0 


+ 2°? . ds — 2H67, D®, sin À :'cos À . sin fu. 


g'? étant comme dans le n° précédent, égal à g* Im; on a donc 
‘+ * 


ip HG). D?. sin x, cos A. sin. /fv 
g— f° + qu 


On a à très peu près g°—f* égal à g°— 1, et g°—1 est assez 
grand par rapport à ? m°°, pour que l’on puisse négliger ici ce dernier 


4 


terme; en sorte que lon a aux quantités près de l’ordre”, 


&:. sin fv 


ds = ————— ; 
rame 


en faisant 
k = H® , D, sin À : cos A. 


Pour.avoir leterme de s , dépendant de sin (2u— 2mv — fu); on obser- 
vera que. l’on peut considérer l’expression précédente de d's, comme 


4 


’ . « . . . . . r 1 k 
étant relative à une inclinaison de l'orbite lunaire, égale à -— , et 
> 5 gx? 


dont (1—/f)u serait le mouvement dù nœud Or on a vu dans 
le n° 7 du Livre VII que l’inclmaison y de l'orbite lunaire produit 
dans s, en vertu de l’action du Soléil, le tèrme 


B,®, >. sin (au — amv — gu+0); 


. Lure £ 2 
Pinclinaison Fer produira-donc un terme semblable que nous re- 


MÉcan. céÉz. T'ome F. 53 
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présenterons par 





Bo, _£ 
Re 


= + Sin (au — 20 — ft) ; 


et l’on voit par len°-" cité, que l’on peut en négligeant les quantités de 
l’ordre m*, supposer B( égal à B,®..Ce résultat auquel conduit la 
considération de la partie —7*Q, de l'expression dé Q, nous dispense 
de considérer ici cette partie; nous pouvons ainsi faire 


OS — [sin fu B,® , sin (2u —2mu — fo)]. 


Déterminons maintenant du. Pour cela, reprenons la seconde des équa- 
tons (L) du n° r du Livre VII. En faisant usage de la valeur précédente 
de Q, et ne considérant que le dernier terme de cette valeur ; l’intégrale 


fC) : à 


__ 26°, Cos (gv — fo — 6) 
GET 





donnera le terme 


Ainsi la fonction 


Cr) +4] Cité fe 


du second membre de la seconde des équations (L) citées, renferme 
le terme ; à 
2h. cos(gu fr — 4) 
pie: 
Le développement de ce second membre rénferme encore, comme on l’a 
dit dans le numéro précédent, le terme 3sds. Il faut ici substituer pours, 


7. sin (gu — 6) + B,®y.sin (au — 2mv — gu + 8), 
et pour d's | 





AC OR | 
7 [sin fu + B®2, sin (au — 2mu — fu)], 
et alors ce terme donne les suivans 


« 2. cos (gu=.fo —8) 
By e cos (au — 2mu + ou — fu —6) 


 g—T. + cos (au —2m0 — gu + fo +0) 


bc 
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La seconde des équations (L) citée donne donc en-négligeant les termes 
de l’ordre 72° 


| DE 
du= — CS 00 (gu —fu—0) 


COS (2u — 2m0 + pu — fu —0)"] 
rene Sig COS (2u — 2mu — pv A) | 


On a à très peu pres, 








nl 1 
2 


ror = — d'u + sd\s ; 


en substituant pour Ju et sd's leurs valeurs’ précédentes, ün aura 
| f 
lo" 0; 
l’expression précédente de d'. du, deviendra donc 


d. ee 


dd. du=———— "+ 10k"7. du . sin (go Sn 


d(drèr) 


Il est facile de voir que F 


est ici nul, et qu’ainsi lon à 


d', d'u—10#7. du. sin (gu— fù — 6). 


Cette valeur de 4. du se rapporte à l’orbite même de la Lune; et 
pour la rapporter à l’écliptique, il faut, comme on l’a vu dans le 
numéro précédent, lui ajouter 


pig (st À): du. 


Si l’on substitue pour s, 


y. sin (gu— 0) + B,@) . sin (au — 2mu — gu+0) 





£'B,(o) 
—- —— . Sin fu + ED in (2u— 21mu — fu); 
on aura 
1 . BCD: 
2, (s— D) = — 2e (1 — ET). cos (gu— fu—0). 


On a, par le n° 14 du livre VIE, aux quantités près de l’ordre #1, 
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LRU 5 g—1—=2im", 


Qt 
CN 


rs = ee 
M Dm ni 
: - = = 


te 2 


A du ta 3 e 
— "re ‘ 


1 

! 

Jun | 
1l 
À 
n 
ME 
j 
L 
4!’ 


LT 





' 
| | 
: 
: \ 
Î | l [l 
| 
| 
L :! 
| 
1! 
| 
| 
| 
[l 
| 
| 
| 
[ 
| 
| 
| 
| 
: 
| 
: 
: 
| | ) | 
: Î , 
4 
| 
HA SE 
| 
Ls4 : | 
He | Lu | 
: 1 
44 
1} | 
: | 
| | 
h11 | 
| | 
L 
: nt 
: 1e € 
+ 
|, | 
| k | 
: : 
Il 
: MIE 4 QI 
HUE 
{ | 
: $ l 
: 4! : 
IN RETEUS ! x 
111 à | 
[HN EPA 
: u 
: | | 
: 
: Lt (l 
141 : 
| A 
| { 
. 1 : À 
| 
| IL EE BONE 
| ' | 
il | 
HU Il 
: 
ll Î 
| (| 
HA) AUAREE TR 
ni | 
: } l 
l: 14 
UE 
111 
| | 
L | 
W 
RQ LUAUE 
| 4, 
{Hi A 
tr E 
Lt 
| | HER 
: | 
: 4. 
| | } 
MEME 
TEL 
4 
| LU A 
: : 141 
| 
: 
{ 
| 
| 
: 


duel 
| UN IAnE 


DT CIRE TT ET DU nd nd Don Te I TE 


QD de ee « 





400 MÉCANIQUE:CÉLESTE, 


on aura donc 


(TE) = —25.7k (1 — 7) . cos(gu—fo—Ë), 


d’où l’on tre ET HT-OET IAA 
3 
d.du=?.7# (: +7). dy . cos (gu — fu — 6). 


En considérant m, e et y comme des quantités du premier ordre, on 
voit que ces expressions de d's et de d.du sont approchées aux quantités 
près de l’ordre m. Si l’on rapproche la valeur de ds, de celle qui 
résulte du second chapitre du Livre VIE, on a 


k= — (ap — ap). D*.'sinÀ.cûs À; 


zp. étant lellipucité de la Terre;:et.«@ étant le rapport:de la force 
centrifuge à la pesanteur à l’équateur. 
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CHAPITRE IV. 


Sur La lot de l'attraction universelle. 


6. Néons T et L les masses de la Terre et de la Lune ; r le 
rayon v&cteur de la Lune; v sa longitude; s la tangente de sa latitude ; 
x, ÿ;, 2'ses'trois coordonnées rapportées au plan de l’écliptique et au 
centre de la Terre : désignons par #7’! la masse du Soleil; par 7’ sa 
distance au centre de la Terre; par x’ et y” ses coordonnées rappor- 
tées à ce point et à l’écliptique, et par v” sa longitude. Les forces qui 
sollicitent la Lune, et qui résultent des attractions de la Terre et du 
Soleil, décomposées parallèlement aux axes des x des y et des 3, sont, 
comme l’on sait, exprimées par les coefliciens de dx, de dy, et de dz, 
dans la différentielle de la fonction 


Vr+p te VG—-H+O0—-P+: 


mais la Terre étant supposée immobile, il faut transporter en sens 
contraire à la Lune, son action et celle du Soleil sur la Terre. Ces 
actions décomposées parallèlement aux axes des æ, des y et des z, 
prises avec un signe contraire, sont exprimées par les coefficiens de 


dx, dy, dz, dans la différentielle de la fonction 





SA L à m (xx'+ 3°) 


Ainsi en nommant V la fonction 


$ T+L Se m __ Gr y"). 
VE+P+s VOD HONTE 7 
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les forces dont la Lune est animée dans son mouvement relatif autour 


de la Terre, sont. …… 
(): & Sy ( +); 


en sorte que les trois équations différentiellés de ce mouvement; sont 


LE age ), _. ddy x ydY __dds /dV 
add ce Ne TR 2) FCI R) 


dt étant l'élément du temps, supposé constant: 


Si l’on suppose.que de Soleil.attire, différemment. :la, Lune et la 
Terre ; alors il faudra donner à =", dans le dernier terme del expression 
de V , une valeur différente de celle du second terme ; en représentant 


tr44 


donc par dm cette différence ; il faudra ajOutér ? a la fonction V, le terme 


LE dr (us x) 


T3 


Examinons l'influence de ce ter me, sur le mouvement de la Te 


on a 
Tr. COS bd r.sinv TS 


VAE en mt pe 


HE ere — 


La fonction V devient ainsi, en la réduisant en série par rapport aux 
puissances descendantes dé D 








v=T+Lz m' Rae Fa 7”. COS* (uü=— v') 
CS RO ass VASE er 
COS (0 —v') . COS? .(u — 
Pr ne me CD pete 
T (1+5°) ET sy 
dm r cos (v — v} 


Le terme multiplié;par, cos FU —.u/),. de. cette. série, produit dans;le 
mouvement lunaire, l'inésalité que l’on nomme inégalité parallac- 
tique. IL résulte, des res théories de:la: Lune, et spécialement de 
celle que ÿ ai donnée dans le Livre VII, que le! EC mians de cette imé- 
galité est à fort peu, près, proportionnel au coefficient, de. cos (u— v’) 
dans.le développement.de V;.en. sorte que; si l’on nomme À le coeff- 
cient de cette inégalité, Home par ma théorie de la Lune; l’indéter- 
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minée dr’, en retranche une quantité qui est à À, à très peu près, 
comme 








1.3 1.3 
, r 4 nr mn 7 
dim. +, esta +. : - man TT 3 

74 (Le) à 


en néghgeant donc le carré de 5, l’indéterminé d'7" diminuera le. çoef- 


cient À, de la quantité 


$ èm’ En 
YU 7 ER . 


En comparant le coefficient À, à celui quelles observations donnent, 
r HS : 
on en coriclut le rapport -, ou le rapport de la parallaxe ‘solaire à la 
* r £ 


parallaxe lunaire ;.ce.qui. donne la parallaxe solaire, puisque la paral- 
laxe lunaire est,bien connue. Je trouve ainsi, en;secondes sexagésimales 
8,585 pour la parallaxe du Soleil, ce qui ne diffère pas d’un dixième 
de secondes , de la valeur de-cette parallaxe, déterminée par les pas- 
sages de Vénus sur le Soleil, observés en 1761 et 1760. Il est donc 
bien certain que le coeflicient À de ma théorie de la Lune, ne diffère 
pas de la vérité, d’un huitième de secondes ; et qu’ainsi la quantité 


dm r°? 


SE ris: À 


—. On a, à 


| À : mis Li | SATA 
est au-dessous de +; ce qui donne — moindre que Z . — 
8 7m 64. 


À D ni dre © 
trés peu prés - — ;—; donc on a 


r 400 
nm c 1 
nm 3410000 


Ainsi l'égalité d’action du Soleil.sur.la Terre et sur la Lune, est 
prouvée par l'inégalité parallactique:;. d’une manière beaucoup. plus 
précise encore ,. que. l'égalité .de, l'attraction terrestre. sur les. corps 
placés au même point de sa surface, ne lest par lés ‘expériences du 
pendule: : 

Je vais maintenant considérer l’influence qu’une diminution de Pat- 
traction par l’interposition des corps aurait sur les phénomènes. 

L’attraction d’une molécule se répand comme la lumière d’une mo- 
lécule lumineuse; de manière que si l’on concoit une sphère imma- 
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térielle indéfinie dont elle soit le: centre; l’attraction d’unsnstant ; en 
parvenant ‘aux couches de la sphère; restera toujours la: même sur 
chaque couche; mais-elle sera ‘pour. chacun-des points .de:la couche, 
affaiblie en raison du carré du rayon de cette couche. Si elle: s’éteint 
comme la lumière, par linterposition:d’ummilieu ; sa quantité répandue 
sur Chaque couche, à mesure-qu’elley parvient, diminueraïsans cesse, 
et sur un point quelconqué dela couche ; elle diminuera dansun plus 
grand rapport que le carré de la distance à la molécule attirante. 

Pour avoir la loi de cette diminution, jemommerai À la quantité de 
l'attraction de la molécule, répandue sur la surface de la couche dont 
Je désignerai le rayon,par.r. Sur,la couche suivante. dont, le rayon 
est r+ dr, la quantité de cette. attraction serait encore À, si une 
partie ne s’éteignait pas enispassant \d’uné couche à l’autre. Or il est 
visible que cette extinction es proportionnelle à À ; on aura à ue 


: ? fr 


. due a ed 


æ étant une constante , si le Le DE reste le même, comme nous le 
supposerons 11. On. a ainsi en intégrant rs 


A cz", 


H étant une constante arbitraire, et c étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l'unité. Sr Pon divise A’par la surface 4x4 r° 
de la couche;.æ-étant-le rapport dé la:circonférence-au diamètre;-on 
aura FAP de la molécule sur.un pot placé à la distance r. En 
exprimant donc par dm 9 la masse de la molécule: “on pourra repré- 
senter par | | 


: re Pie lord 
LA UMATQ 


È 
. rerenesis © ES ce | 


son action sur un point placé à la détlbe F: 
J< e M RE ar assez dE Le) que, Fe on Pat à | très Lt cage si 


» 483 


- TT . . co ù 215 #, o 


Ÿ 28 79 * à 15 titi die Ps ni Nc 10 LA fer NIMMSEN 
et alors l'attraction précédente devient = 


ES Ur AT} sn À _ és 
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Je vais maintenant déterminer d’après cette loi, l'attraction d’une 
sphère homogène dont le rayon est R sur un point-P extérieur dont r 
est la distance au centre de la sphère; et je supposerai:r très grand par 
rapport à KR. | | 

Soit-f la distance à P, d’une molécule dm de la sphère. Soit g la 
partié dé‘ f, interceptée entre cette, molécule et la surface de la 
sphère: Il'est facile: de voir que. Fattraction de la molécule dm 


sur P sera 
dm 
6 en aq). 


Cette attraction décomposée parallèlement à 7 sera 


dm. cos V 


ff. (1 Lies aq), 





V étant l'angle que f forme avec r, et qui est supposé très petit. La 


OMC N  - +: ( | 
somme de toutes les quantités ——, exprime l'attraction de la sphère 


entière sur le point P, lorsque « est nul; et cette attraction est, comme 
l'on sait, égale à la masse de la sphère, divisée par r*; elle est donc 





27. R° à 
7? ? 
7r-étant la circonférence:dont. le diamètre est lunité. 
= “3 aq. dm.cos V 
Pour avoir la somme de toutes les quantités — Rd TO NOUS 


observerons que & étant très petit ainsi que V, et f différant extrême- 
ment peu de r; on peut supposer ici Cos V = 1, et f =7r; ce qui 
réduit la quantité précédente à celle-ci : 


aq. dm 
æ Hal 





La ligne, g peut. être supposée parallèle à r; en nommant donc x la 
distance mutuelle de ces deux lignes, et & l'angle formé par un plan 
fixe passant par r, et par un’autre plan passant par r et par g;0n aura 


dm = udu. de. dg; 


ce qui donne | 
MéÉcaw. cé. Tome F. 94 
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Lés intégrales doivent être prisés depuis æ2=0; jusqu'à @= 27; depuis 
qg—=0, jusqu'à g9=5Q; 2Q étant la partie de da droite fcomprise 
dans la sphère: enfin ‘depuis 4 0, jusqu'à == R.'1L'esti visible 
que Q = R°—%*}; on aura ainsi | 


ar. Rif 


r° 2 





— +. fadim=- 


l’attraction de la sphère sur le point P sera, donc 


cu FE ( —: aR 


La réaction étant toujours.égale à Faction ,;il est facile de voir que 
l’action de P sur le centre de-la ;sphère, séra 


se(i—5eR), 


P étant la masse du point. 


Imaginons mäinténanñt que ce point soit le Soleil, et que la sphère 
dont nous venons de parler soit la Terre; concevons ensuite que, la 
Lune soit une sphère homogène, dont ,R° soit le, rayon ; 

P 3. / / € 

7 e (: SE“ A œŒ R") | — 
sera l'attraction du Soleil, sur le centre de la Lune, à la distance r 
du Soleil; &’ étant pour la Lune, ce qu’est & pour la Terre. La diffé- 
rencé dés'actions du Soleil Sur là Luné‘et’sur là Terresera donc: 


LE (@R — & R). 
= R’). 
En faisant «= «, cette différence devient 


3P 


re . a(R = R”). 


On ne peut pas, par ce qui précède, supposer. &(R—R') plus grand 


L 


; aR est donc une fraction moimdre que 


2 
UE ———— _ 
q 1000000 ? 0? c'est 


| 100000 
a-dire que la force attractive de la molécule placée au centre de la 
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Lérre, sur. un point,de sa.surface , n’est pas diminuée d’un millionième , 
pard’interposition des couches-terrestres. 

L’attraction d’une molécule dr. d’une sphére horaogène dont le 
rayon est R, sur un point de sa surface dont.elle:est dant de..f, 
est par ce qui précède, 


NF) 


l'attraction de la sphère entière sur ce point, est donc la même que si 
- . » «1 I - Le À | ; TI e 
la loi de l'attraction était FC à Parle’ Livre XIT on a, pour cette 
attraction, 
3 

Ér.R(1—%0R) 

3 Â 
L’attraction de la Terre que nous supposerons être là splière dont 1l 
s’agit, sur ce point placé à la distance r du centre de la Lune, sera par 


ce qui précède, 
& 
3 7 7 — ; 7 aR); 


mais relativement aù centre de la Lune dont le rayon est supposé R", 
l'attraction de la Terre sera parce qui précède, 


Ent (rat en) 


elle est donc diminuée par l’interposition des couches lunaires, de sa 
ne, #73 A 
valeur multipliée, par la fraction ï &'R". Si cette fraction. n’était pas 


extrèmement petite, elle deviendrait sensible dans la parallaxe lunaire. 


54. 
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 DUMOUVEMENT DESSATELLITES DE JUPITER. 


Notice, historique.des travaux dés ésicbnotäe étides Géomèties 
sur ceb objet. | 


7. CGrarirée découvrit le 7. janvier 1610 jiles quatre satelhtes. de. Ju- 
piter. Il détermina ensuite au moyen-de leurs configurations, leurs 
distances au centre de Jupiter et les, durées de leurs révolutions;,ce 
que firent également plusieurs astronomes,ses -contemporains. Ces élé- 
mens, quoique déterminés par ce moyen imparfait , suflirent pour 
faire reconnaître à Képlér, que le beau rapport qu'il avait-trouvé. 
entre les carrés des temps des. révolutions. des planètes et, les cubes 
de leurs distances moyennes au centre, de leurs mouvemens, existe 
dans le système des satellites de Jupiter. Maïs ce-fut par. Bi obser- 
vations de leurs éclipses, que lon. découvrit les BR" de, leurs 
mouveméns. ! SE | pit 
Le premier résultat qu'on ait obtenu parc ce > MOyen ; est. "1e propa: 
gation dé la lumière. Roëmer observa que les éclipses du premier, sa- 
tellite avancent vérs: les oppositions .de Jupiter, el-retardent vers ses 
conjonctions. H expliqua en 1675 cette différence. par la différence 
des temps que là luinière du Satellite emploie : à parvenir à l’observa- 
teur, dans les dif erses distances de Jupiter : à la Terre. Cette expli- 
cation dé Roënter éprouva quelques objections, fondées sur. ce qu’elle 
ne paraissait pas indiquée par, les échipses des aütres, satellites, où il 
était dificile de ke reconnaître parmi leurs. nombreuses éraliiés qui 
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n'étaient pas encore connués; mais ensuite elle fut généralement | (ll 





admise;—et Bradley fonda sur elle, sa théorie de Paberration des 
astres. 

Bradley indiqua le premieryla principalerinégalité du retour des I: 
éclipses du premier satellite, dont la période est de 437 jours. Il | || A 
reconnut qu’il existe dans les retours des éclipses du second satellite, || Br 
une inégalité dont la période est-la-mêmeé. li 

Wargentin, dans les Mémoires d’Upsal pour l’année 1743, a dé- | ER 
veloppé ces.inépalités,. etal-;en:a-reconnu unepareïlle dans le mouve- jh 1 
ment du troisième satellite. Il avait encore remarqué dans le mouve- hi 
ment de ce dernier astre, deux équations dü centre; mais ensuite 
il les a réduites à une seule équation d’une excentricité variable. Enfin 
Bradley reconnut en 171%, l’ellipticité de V’orbe du quatrième satellite. | 
Telles :sont) les inégalités des satellites que les astronomes ont déter- || 
minées par les observations, avant que le principe de la pesanteur uni- 
verselle eût été appliqué à leurs mouvemens. 

Le retour des échipses et leurs durées dépendant surtout de la po- | HS 
sition des orbites des satellites sur celle de Jupiter, les astronomes se j 
sont spécialement occupés de l’inclinaison de ces orbites, et du mou- 
vement de léurs nœuds ; mais les variauons de ces élémens sont si 
compliquées, qu'ils n'ont donné que des moyens empiriques et très 
imparfaits , Pour les représenter. Ils ont trouvé que l’on pouvait sup- 
poser fixés à très peu prés, l’inclinaison et le nœud dé Porbite du 
premier Satellite. L’inclinaison de l’orbite du second satellite leur a 
parü variable, dans une période de 30 ans environ : le nœud leur a paru 
fixe, où n'avoir qu'un très pelit mouvement. Îls ont supposé l’inch- 
näison de l’orbite du troisième satellite, variable dans une période d’en- 
viron 132 ans, et le nœud fixe. Enfin, ils ont supposé fixe l’inch- 
naison de l'orbite du quatrième satellite, et le mouvement du nœud, 
direct et d'environ quatre minutes sexagésimales par année. L’incer- 
titudé de ces Suppositions que les observations ultérieures ont obligé de 
modifier, faisait sentir la nécessité d’éclairer tous ces phénomènes, 
par l'application” du principe de la pesanteur universelle qui devait 
en recevoir une grande confirmation. Déjà Bradley et . Wargentin 
avaient attribué l'inégalité de TRE aux attractions mutuelles) des 
trois premiers TA ; mais ce n’était de leur part qu’un simple aperçu 
dénué de tout calcul. or la proposition 66 du premier Livre des 
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Principes, Newton $’estioccupé ‘des perturbations: dut mouvement, de 
plusieurs petits corps qui cireulent autour -d’unigrand côrps. [Ibitrouve 
que le corps’ le‘‘plüs intérieur ‘se meut' plus vite dans! sa conjonction 
et dans son'bppôsition au corps/-extérieur,. quel :dansb les :quadra: 
turés. Il à dé plis éténdu aux satellites dans lettroisième Livre ; quel- 
ques-uns dés résultats dé’sa théorie lunaire. Mais cene futqu’en 1766 
que l’on'appliqua Panalysé au mouvementsdes satellites de, Jupiter ; 
l’Académie des Sciences ayant proposé la théorie de ces. mouvemiens ; 
pour lé sujet du’ prix dé Mäthématiques:de cette année: | 
Lagrange auteur de la‘pièce couronnée; ÿdonne les équations dif- 
férentielles du mouvement de ces: astres ;:en'ayant égard -à:leur action 
mutuelle, à attraction du Soleil:et à. Fellipticité dubsphéroïde::de 
Jupiter. Il:les intègre d’abord, en ‘négligeantles /excéntricités et les 
inclinaisons des orbites, .et1l parvient.aux inégalités dépendantes :de 
l’élongation mutuelle des satellites, et: d’où résultent:dans:le retour 
des éclipses des trois premiers, les inégalités dont larpériode ! est: de 
437%", et que Bradley et Wargentin avaient découvertes: Lagrange 
considère : ensuite les inégalités’ dépendantes des -excentricités :et ‘des 
inclinaisons des orbites. Ici se présentait à l’analyste, une-grande dif- 
culté dont le dénoûmerñt donne lexplication des phénomènes-singuliers 
observés par les -astronomes ; !sans qu’ils en: aient-pu.reconnaître’ les 
lois. Cette difficulté s'était déjà présentée à Euler et à Lagrange ‘dans 
la théorie de Jupiter et de Saturne: J'ai développé’ dans.le premier 
chapitre du hvre précédent; la manière dont ces?denx/grands géo- 
mètres l'avaient résolue. La méthode! dont Lagrange: aï;fait usage pour 
cet objet, dans la théorie des satellites dé Jupiter; est celle qu'il'avait 
employée dans sa théorie de Jupiter et de Saturne;“Ellé consiste: à 
regarder comme autant de variables ; les termes des équations différen- 
tiellés, qui par l'intégration acquièrent des diviseurs de Pordre des 
forces perturbatrices ; «et à former entre ‘les termes correspondans: du 
rayon vecteur, dé la longitude; et ‘cés-nouvelles variables, aütant 
d'équations différentielles linéraires à éoefficiens conStans,:En des’ inté- 
grant, Lagrange obtrènt pour ‘chaque satellite, quatre-équations-:du 
cehtre. En appliquañt ‘la'même-añalyse;: aux équations: différentielles 
de la latitude, il ébtiènt pour chaque!satellite;; quatre équations prin- 
cipales de la latitude ; et pour’ les représenter ; il imagine quatre plans 
dont le prémier se meut sur l'orbite de Jupiter; Je ‘second: se- meut:sur 
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le: premieryrle: troisième :surtle second; ,;enfin;de quatrième .qui..est 
celuide l'orbite du-satellite;-se :meut, sur,ile ‘troisième... Mais ce grand 
géomètre ayant: supposé ques l'équateur. de Jupiter.est dans lé plan 
#0 l'orbite! dexJupiter , ai-fan: disparaître par,cette ,supposition.;. les 
termes :dusi àrlimchnaison hdesscetéquateur/;surl’orbite: de ;la -pla- 
nètes «etdont -dépendeñt principalement, les singuliers phénomènes 
aperçus. pdr -lesi-astronomes..dansu:le :mouvement ; des: orbites, des 
satellites. 

Lorsque Eagrange soute de:ces, recherches, Bailli. apphquaït 
au !mouvemenb-des:satelhtes:.de:-Jupiter, les: formules que ,Glairaut 
avait-donnéés dans ‘sa: Théorie.de la. Lune. Il reconnut les inéoalités 
dont la-période-étaitde, 43° mais! cetterthéorieine, pouvait pas lui 
donner les quatre équations:-du-centre que-Lagrange ayait obtenues par 
son ‘analyse: 

Mes premiëres-recherches sur, les noie de: Jupiter, ont eu pour 
objet; les rapports que: présentent: les. trois premiers satellites de Jupiter, 
et. qui. consistent..en ce,-que: 1°./le.moyen, mouvement. du premier 
satellite, plus deux fois.celui,. di troisième est: égal à. trois. fois 
celui du:second; 2%:-la longitude moyenne du premier; satellite, plus 
deux: fois:celle:du ‘troisième: est égale à trois. fois da: longitude: du 
second;;:plus:la demi-circonférence. L’approximation avec laquelle les 


mouvemensiobservés ;-de:ces: astres, satisfont à. ces::lois,: depuis. leur: 


découverte, en. imdiquait: existence avec une, vraisemblance extrême. 
J'en cherchai-donc-la cause dans. l’action mutuelle des trois satellites. 
L'examen: approfondi. de; cette; action; me ifit: vo qu'il a; suffi qu'à 
l’origine; les rapports des moyens mouvemens séculaires aient-appro- 
ché-derla iemièresdepces lois: dans de, certaines limites, ; pour: que 
cettétiaction: ait -étabh :ces:deux | loistet iles: mainiienne en vigueur. Si 
pär exemple:) à unanstant-quelconque-que l’on, peut toujours, prendre 
poursForigine;des mouvemens:; l'angle, formé! par: lemoyen mouve- 
ment séculaire du premier, satellite , moins trois fois celu1.du second, 
plus deux; fois .celw-dutroïsième a; été. (compris entre les limités 1 
plus-ouhoïns-vingt cireonférences; l'action mutuelle ;des.trois satel- 
htése-fitit; parszendre; cet. angleinul:: Or,on:rvoit. dans-le n° 20 .du 


Lavre Yl:que:Delambre-astrouvé#par un: très grand. nombre d’é:. 
chipses:- doc ‘qu'en 3 700-31ce; même. angle n’a,pas excédé deux. 
secondes: sexigésimales:#la prémière des-deux-loisprécédentes.est done 
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412 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
rigoureuse. Il en résulte, suivant la théorie, que l’angle formé par da 
longitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle: du 
sécond , plus deux fois celle du troisième, est ou nul ow égal-à"la 
demisciréonférence ; et l’on conclut ‘des distances moyennes *deces 
trois corps au centre de Jupiter, que le second cas est’ celuiqui 
a lieu dans la nature. C’est , en effet, ce.que lobservation con- 
firme ; car on voit par le numéro cité. du Livre : VIE; que 
Délambre a trouvé qu’en 1750, cet angle était au-dessous ‘de soixante 
quatre secondes sexagésimales. Ce ‘savant ‘astronome a-donc assujetti 
ses tables aux deux lois précédentes qui ne sont altérées ni-par les 
équations séculaires des satellites, ni‘par la résistance des: milieux 
éthérés. Ces équations séculaires se modifient par l’action mutuelle 
de ces astres, de manière que lPéquation séculaire du premier: satel- 
lité, plus deux fois celle du troisième est égale à trois fois-celle du 
sécérit En vertu de ces lois, les inégalités du retour des échipses, dont 
la période est de 437i°**, seront toujours les mêmes. nid 
Ces lois déterminent deux des dix-huit constantes arbitraires que 
renferme nécessairement la théorie du mouvement des trois premiers 
satellites ; 1l faut donc qu’elles soient rémplacées par deux autres arbi- 
traires. Elles le sont en effet, par une oscillation de angle formé par:la 
longitude du premier satellite , moins trois fois celle du second, plus deux 
fois celle du troisième, angle que je nomme par cette raison, libration des 


trois prémmiers shélfites. Cette oscillation est analogue à dll d’un pendule 


qui i ferait une oscillation en 1135/°%. L’étendue de l’oscillation et l'instant 
où elle commence sont les deux arbitraires qui remplacent celles que:les 
loié précédentes font disparaître. Maïs Delambre n’a pu reconnaître par 
les observations , l’existence de cette oscillation ;'ce qui prouve-qw’elle 
ést insensible. {1 est vraisemblable qu’à: Pééigiaé des causes particu= 
lières l'ont anéantie , ainsi que la libration du grand axe du sphéroïde 
lunaire, qui remplace les deux arbitraires que légalité des mouve- 
mens moyens de rotation et de A à de la Lune fait dispa- 
raître prmirnr £ EF à tie 

“Les: recherches Bécédentes ont par dans lé volume des Méigirés 
de PAcadémie des ‘Sciences, de l’année 1784, et qui a été pubhé 
en 1787; elles m'ont fait reprendre toute la‘théorie-des satellites de 
Jupiter, que les travaux des astronomes et des géomètrés laissaient; 
comme on la vu, très imparfaite. Il était nécessaire pour ém tirer.des 
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tables ‘exactes de-leurs mouvemens ,,d’y faire entrer un grand nombre 
de considérätions-nouvyelles, soit pour-démêler toutes les inégalités qui 
deviénnent.sensibles:par les-intégrations , ‘soit ;pour reconnaître l’in- 
fluence réciproque de..ces. diverses inégalités: C’est ainsi qu'en.appli- 
quant à-ces.astres ,-les:formules:très.simples des. variations séculaires 
des:élémens-elliptiques ,-que y'avais.trouvées auparavant; j'ai reconnu 
Pinflueñce qu'avaient sur,ces variations les grandes inégalités dont la 
période.dans le-retour.des-éclipses-est.de 437%. J'ai reconnu pareille- 
ment-linfluënce -de-la libration-des trois prenuers satellites, sur leurs 
inégalités. àslongueswpériodes, telles que l'inégalité dépendante de 
hésite: du-centre-.de-Jupiter.. | 

Un::des :élémens:-les plus'importans de bc ia des éclipses des 
satellites,*est:la:position-:de deurs.orbites,,sur:celle de Jupiter. Il est 
indispensable poux la détérminer:;d’avoir égard à l’inchinaison de l’équa- 
teur de-cette-planète:;-inclhinaison dontles phénomènes singuliers ob- 
servés par les astronomes ‘dépendent :principalement. L'analyse m’a 
conduit-àce-:résultat: remarquable, Pour;avoir la position de l’orbite 
d’un-satellite: sur: celle-de--Jupiter , on. ‘doit. imaginer cinq plans dont 
le premier: fixe: à-très-pew près, passe entre l’équateur et l’orbe de 
Jupiterypar leur intérsection..et en.conservant sur eux, une inclinaison 
à-trèspeu prés-constanite; le’second.;plan se meut uniformément sur le 
premier-auquekilesttoujours:incliné d’une quantité constante ; le troi- 
siémexplan ‘se! meut.de!la:même manière. sur le second; le quatrième 
plause meutsemblabléement sur le troisième ; enfin le cinquième plan 
qui<est: celui. de-lorbite:même-du-satellite.se meut de la même manière 
sur le: quatrième»Ges -plans-fixes ne sont.pas,les mêmes pour les quatre 
satellites ::celui:de chaque:satellite.est d'autant moins incliné à l’équa- 
teur:quezle-satellite est:plus près de:la planète. La même-chose a lieu 
pourla:Lune.: Son -inésalité. en. latitude, dépendante. de. l’aplatisse- 
ment-de da Terre,/yient:de-ce.que.le plan de son orbite, au lieu de 
se-mouvoir uniformément; sur lécliptique, se meul ide eent sur 
un plan incliné d’environ huit secondes sexagésimales sur l’échiptique 
et: qu passe constamment: RBAE les ;équinoxes, entre l’écliptique et 
Péquateur. C'est-encoregainsique Panneau de, Saturne, et ses premiers 
satellites :sont retenus à. fort-peu.près dans le, plan de l’équateur de 
cette planète... 2. 

E/axe du cône dasnbrs. dans koquel les..satellhites de Jupiter sont 
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414 MÉCANIQUE CÉLESTE, 


plongés pendant leurs éclipses, étant le prolongement du rayon vec- 
teur de cette planète ; il est visible que pour calculer ces éclipses, il 
faut connaître la position de ce-xayon et par conséquent-le--mouve- 
ment de Jupiter. Delambre à construit d’après ma théorie de Jupiter 
et de Saturne, des tables de ce rRontenent, que M. Bouvard a encore 
perfectionnées. Sr te 

Après avoir formé les EXPTESSIONS lue des mouvemens des 
satellites de Jupiter, il réstait. à. détermmer! par les observations, 
trente-une inconnues, savoir les vingt-quatre constantes arbitraires 
introduites par les intégrations, les masses. de ces astres, l’aplatisse- 

ment de Jupiter, l’inclinaison de l’équateur de Jupiter à l'orbite de 
cette planète et la position des nœuds, de cet équateur. Ge travail 
immense a été exécuté par Delambre qui:a:discuté pour,cet objet, 
toutes les observations d’éclipses des satellites de Jupiter; :etidont le 
nombre était d'environ six mille. Il a construit: de nouvelles:tables de 
ces astres, dont tout empirisme est banni : leur exactitude les a: fait 
sénéralement adopter, et elles sont un des principaux titres de ce savant 
illustre à la reconnaissance des astronomes, 

Depuis la publication de ces tables, j'ai recherché l'influence que les 
grandes inégalités de Jupiter ont sur le mouvement de ses satellites: 
Je vais présenter ici analyse que j'ai M0 DAS et les résultats que 
j'ai obtenus; | 
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CHAPITRE VI 





De l'influence des grandes inégalités de Jupiter sur les mouvemens de 
£ £' pP 
ses satellites. 


8. Pour déterminer cette influence, je reprends l'expression des per- 
turbations-eñ longitude, donnée par la formule (2) du n° 2 du Livre VIIE. 
Il est facile:de voir que. dans cette expression , le terme 


. fndt . r(T) 


est le seul qui puisse donner une inégalité sensible, dépendante de 
la grande imégalité de Jupiter. Dans ce terme, à est la distance 
moyenne du satellite à Jupiter, zt.est son moyen mouvement; r est 
son rayon vecteur, et est 1 masse de Jupiter. Par le n° r du même 
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Livre, l'expression de R contient le terme —— S ‘étant la masse 
ge 
du Soleil, et r°* étant le raÿon vecteur de Jupiter, C’est le seul terme 
à considérer 1c1; on à donc 


2a. “dr ES [+ 
æ RENTE Sep) ar 


La parte de la variation de r'", dépendante de la grande inégalité de 
Jupiter, est par le n° 23 du Livre X, 
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as 


— 0,002008 . cos ( 72! "ét €" — x) 
— 0,000264 . cos (x + 48°,27) ; 


n'"t+ €" est la longitude moyenne de Jupiter, et l’on a 
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AT MÉCANIQUE'CÉLESTE, 
n't + e est la longitude moyenne de Saturne, et les degrés sont centé- 
simaux. Nous-pouvons-donc-icr réduire-Pexpression-du-ray on-vecteur 
de Jupiter du n° 23 du Livre cité, à la suivante, 

= 5,208735 — +0j24090À : iCos (1 YE 2 € — oo") 


— 0,002008 . cos (RE EN —nx) 


er — 0,000264 , cos (æ -H 48°,27). 
Or on a HA | 
CRIER À £ Ê 
Sn 
DE : 
7 ce n" 3 





| nd: rà *r 
le terme — —. k , donne donc le suivant 











rit? 
RE O 0,000264 £ 
— 3" 5,208731 + sin (x +48 727) 
n .(5n'— 27") 2,0 die Ditot UE 
PE NT re ie DO Gien ON 


ce qui donne relativement au quatrième satellite, l’inégalité 
— 44",334 + sm (x +25°,4r). 


Les trois premiers satellites sont assujettis à’des inégalités semblables ; 
mais:leur. période :étant fort longue, leurs:céefficiens sont. modifiés 


pr l'action mutuelle de ces corps; # ils deviennent relativement. au 
premier, ‘au mou et’au troisième 
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La 


DES SATELLITES DE:SATURNE ET D'UR ANUS: 


9: Husczxs découvrit en 1655, le sixième des.satellites de Saturne. 
Quelqués années après, Dominique Cassini découvrit successivement 
le troisième, le quatrième,.le cinquième. et le septième. Enfin Herschel 
découvrit en 1789, le‘premier et le second. On a déterminé les moyens 
mouvemens de ces astres et leurs distances moyennes au centre de 
Saturne, et l’on a reconnu entre les cubes de ces distances et les 
carrés des temps des révolulions, le beau rapport que Képler avait 
trouvé entre les mêmes quantités relatives aux planètes. Mais comme 
on n’a pas à l’égard de ces astres, le secours des observations de 
leurs éclipses; on est loin de connaître toutes les inégalités de leurs 
mouvemens : seulement, on a reconnu que l’orbe du sixième satellite 
est elliptique. M. Bessel dans le Journal de Gotha pour l’année 1811, 
a trouvé son ex centricité égale à 0,0488759: Tous ces corps ont paru 
se mouvéir dans le plan de l’anneau, à l’exception du, sixième..et 
principalement du septième. Jacques Cassini a observé que: lorbite du 
septième s’écarte très sensiblement .de ce; plan:1k a;-publié dans: les 
Mémoires de l'Académie des Sciences pour l’année 1914, ses obser- 
valions d’après lesquelles il a estimé que cette orbite est inclinée au 
plan de l’anneau, d'environ 15 à 16 degrés sexagésimaux , et que:ses 
nœuds avec lécliptique s’écartent vers l'Occident de 17 degrés, des 
nœuds de l’anneau. Il a terminé son Mémoire par le passage suivant 
que je rapporte à cause de son analogie avec la véritable explication 
de ce phénomène. | 

« La situation des nœuds du cinquième satellite (*), et l’inclinaison 





(*) Maïntenant le septième. 
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.»’de.sôn orbe qui sont si différentes de celles des autres, ns dé- 
»rranger Féconomie-du système des satellites quon ee çru jusqu'à 
». présent avoir tous, les mêmes nœuds et être à peu près dans un 
». même! plan. Cependant, il, paraît.qu'on ,peut en rendre ,aisément la 
» raison physique , #i l’on fait attention et grande distance de ce sa- 
»-tellite au centre de Saturne; car; effort qui entraîné les satellites 
». suivant. la direction -du pes de Panneau s'affablit en s'éloignant 
»..de.Saturne ,.et est obligé de céder à un autre effort qui emporte 
». .Saturné.ef ot Héé les. planètes) sairañt l’écliptique. Ces deux efforts 
» agissant sur le cinquième ‘satellite suivant des directions inclinées 
».. l'une à l’autre de 31 degrés ; 1l résulte qu'il doit faire son cours 
» suivant une diréctioti moyenne entre le plan de l’anneaw et celui 
»'dë l’éciptiqué. Il paraît éme que selon ce raisonnement, les plans 
». dés rbés dés autrés satellités doivént un peu décliner. du plan de 
ÿ. Panneau, quoique béaticoup ‘troins que céltri di erquième satellite ; 
», cé qui nous à paru s’actordér à quelques observations. » 

Cassuir Hasigne point és causes dés deux éfforts qu'il suppose , 
mais la théorie dé fa pésantéur uñiverselle donne tes deux causes. La 
prétiièré est l'attraction dé fi photu béran ve de l'équateur de Saturne, 
produite par li rotation de’ cêtte platiète: Cette attraction maintient 
l’intedu ét les prémiérs satèllites à peu près ‘dans le plan de cet équa 
teur, ets ’affaiblit très rapidéméfit, quand les distances moyennes des 
satellites Sont plis grandes. La sécondé cause est l’attraction du Soleil 
sur les sarelités; qui tend à les abaïsser sur le plan de Forbite de leur 
planète! En verti dé cés causes, Porbite de chaque satellite se meut. 
sur un plan qui pirgé entré Védquäteur et lorbite dé Saturne par leur 
intersection, ét qui s’écarte d'autant #3 du plan de l’anneaw, que le 
satellite est plus éloigné. | 

M. Bessel dans le Jotaal cité, à trouvé l’inélinaïson de l’orbite du 
sixième Satellite, plus. petite. que celle de l'anneau , d'environ deux 
devrés. Fai déterminé dans le huitième Etre, “inclinaison et le mou- 
vément du nœud de lPorbe du septième satellite, en émployant prm- 
cipalement lès observations faites par Bernard à Marseille, en «1787. 
Mais ces observations et toutes celles que l’on à faites sur ces satel- 
lités sont imparfaites et peu nombreuses. Les astronomes sel sont peu 
occupés de ee genre d'observations qui eépendant offrent beaucoup 
d'intérêt par elles-mêmes, et par la lumière qu'elles doivent répandre 
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sur les masses de l’anneau et des satellites, et sur l’aplatissement du 
sphéroïde de Saturne. | 

Herschel découvrit en 1787 six satellites à la planète Uranus qu'il 
avait découverte en 1781. Les deux premiers qu'il ait vus, sont dans 
l’ordre des distances, le scond..et;: le quatrième. Ces deux satellites ont 
éte apereus par PÈsE astronomes ; ainsi leur existence rié ‘doit 
laisser aucun’ doute. L'existence LEE tutres rie parait pas añssi 
certame. Les heureux essais-que l'onviéntide fatre pour augmenter le 
pouvoir des lunettes astronomiques; donnent heu «d’espérer*que l’on 
aura bientôt les moÿens de suivre avec autant d'exacuitude que de fa- 
cilité, les mouyemens de'cés astres: ls paräissent sé mouvoir: dans un 
plan presque perpendieulaire à l’écliptique, ce qui indique dans la 
planèté ,-un mouvemeñt rapide'dé :rotation autour d'un axe presque 
parallèle à l’échptique. Dretis | 

Ces satellites obéissent! à la loi de Ep: savant laquelle les 
carrés des temps des révolutions ‘sont -préportionnels aux œubes des 
moyennes distances, C'est’ ce que Fon:a:vénfié. par l'observation à 
l'égard des deux satellites préimorcnent découverts. On en a conclu 
la masse d’Uranus égale à —:—, de celle du Soleil. M. Bouvard à 
trouvé cette masse égale à —3—, au moyen des perturbations du mou 
vement de Saturne par laction d’Uranus. La différence de ces deux 
valeurs paraîtra bien peu considérable, si d’une part, on considère 
l'incertitude des mesures des plus grandes élongations de ces satellites, 
et l’ignorance où nous sommes des excentricités de leurs orbites ; et si 
d’une autre part, on considère la petitesse des perturbations dues à 


l’action d’'Uranus. 


FIN. DU XVI‘ ET DERNIER LIVRE. 





ÆErrata du cinquième volume. 


Page 248, avant-dernière ligne, après le mot facteur , ajoutez l'unité divisée par 
290, ligne 7, au lieu de Méchin lisez Machin. 
291, ligne 2, même correction. 
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| 
: 292, ligne 1, effacés ces mots : par:rapport à l’équinoxe, 
278, ligne 13, effaces les mots parallélisme de | 
289, ligne 4; au liewde seconde lisez minute 
318, ligne 5 en remontant, au lieu-de, molécule attirante /zsez molécule 
perturbatrice attirante | 
350 ; dans la note, au lieu de Hooek lisez Hook. é 
368, ligne 12, au lieu de somme produit /ésez somme des RAC DUES 
360, ligne : {| en remontanti;>au lieu de vecteurs lisez osculateurs 
387, ligné 19, au lieu de grand lisez petit 
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TRAITÉ DE MÉCANIQUE CÉLESTE; 


PAR L'AUTEUR. 


[ IMPRIMÉ SUR LE MANUSCRIT TROUVÉ DANS SES PAPIERS. | 


En publiant mon Traité de Mécanique céleste, j'ai désiré que les 
Géomètres en vérifiassent les résultats, et spécialement ceux qui me 
sont propres. Les résultats de la théorie du Système du Monde sont, 
pour la plupart, si distans des premiers principes , que leur vérification 
est nécessaire pour en assurer l’exactitude. Les: Géomètres qui s’en oc- 
cupent font donc une chose utile à l’Astronomie. Je dois, comme sa- 
vant et comme auteur, beaucoup de reconnaissance à ceux qui ont bien 
voulu prendre mon Ouvrage pour texte de leurs discussions , et qui 
par là m'ont fourni l’occasion d’éclaircir quelques points délicats traités 
dans cet Ouvrage. Ce sont ces -éclaircissemens et quelques recherches 
nouvelles qui sont l’objet de ce Supplément, 


Sur. le développement en série du radical qui exprime 
la distance mutuelle de deux planètes. 


1. En considérant cet objet dans les n° 3 du livre XI et du livre XV 
de la Mécanique céleste, ;je me suis spécialement proposé. de-faire voir, 
par un exemple intéressant, l’utilité des méthodes que: j'ai exposées 
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2 ZMEÉCANAIQUE CÉLESTE, 

avec étendue dans ma “Théorie analytique des Probabilités ; l’une, pour 
obtenir en intégrales définies les variables données par des équations 
linéaires aux différentesfinies à coefhiciens variables ; l’autre, pour avoir, 
par des approximations rapides et convergentes, les intégrales définies, 
fonctions de très grands nombres. C’est surtout dans Le développement 
des fonctions en séries que ces méthodes sont utiles pour avoir les Zmites 
desrtermes de,ces,développemens, et pour reconuaître,si.les séries. qui 
én résultent sont convergentes. Je nomme lmites , les valeurs dont les 
termes du développement approchent sans cesse à mesure que leur rang 
est plus considérable, et qui coïncident avec elles dans l'infini. Si l’on 
nomme r et 7° les dede mutuelles de deux corps qui s’atürent, à un 
même point fixe, et 8 l'angle compris entre ces distances , la distance 


mutuelle de ces deux corps sera V/r°—2r1' cos 07/2. On sait combien 
le développement du radical 


I 
V/r®— orr . cos EH 7° 


est important dans les théories de la figure et des perturbations des 
planètes. 


Or, supposant > r, et faisant — 4, on peut développer le ra- 


dical( 1—24, cos. 0+ as) , Soit par rapport aux puissances de &, soit par 
rapport aux cosinus de l’angle 0 et de ses multiples. Le premier de ces 
développemens est nécessaire dans la théorie de la figure des planètes; 
et le second , dans la théorie des perturbations. Dans le n° 3 du livre XI 
cité j'ai exprimé par une intégrale définie, le terme général du pre- 
mier développement, et j'ai donné une limite de cette expression; qui 
devient de plus en plus compliquée, à mesure que le nombre des-termes 
augmente. Dans le n° 3 du livre XV, j'ai cherché à exprimer pareille- 


ment par une intégrale définie, le terme général du second déve- 
loppement. 


Si l’on désigne par & po, le terme général du radical (1—&.cos.6+a*) * 
développé suivant les puissances de æ,ona, par le n° 23 du troisième 
livre de la Mécanique céleste, 











PORTER cost LEE cost DRE co 0- etc. L: :(1) 
122,3, à 2.211 2,21-1,21-3 Li 


SUPPLÉMENT AU:V* VOLUME. 3 
lorsque z est un grand nombre, cette expression contient un grand 
nombre de termes; mais j'ai prouvé, dans le n° cité du livre XI, qu’a- 
lors elle se réduit à très peu près à 

cos. [(2++).8—+ is] 
Vi. mi. sin. 8 
# étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité. Je vais ici con- 
firmer ce résultat singulier par une autre méthode. 
On a par les n° 8 et 9 du troisième livre de 14 Mécanique céleste, 


, ddp® ao cÔôs: 0 
O1. LPO (TE VE DE sin. 6 ? (2) 


exprimons l'intégrale de cette équation par 





pô = u.cos.ai + u'.sin.ab, 


u et u/ étant fonctions de 0, et & étant supposé égal à 2.1 1. En substi- 
tuant cette valeur dans l'équation (2), et comparant séparément les 
coefficiens de sin. «8 et de cos. af, on aura 


ddu 
du e cos.0 de + ic 5.0 ; 
LT LU sin.0 a 4 
ddu! dre ni 
du’ r COS: DER de? roses 
ANT Bye NET 265 € a i 


Ces équations donnent, en négligeant les termes divisés par 4, et en les 
intégrant , 


2 SEE ee 
u —H.sin, * 0; die HSM 
H et H! étant deux constantes arbitraires. 
Si l’on fait 
TRE K,,, © AE x” 

== H.sin. F0—; u == #1ll.sIn. Trent 
les équations différentielles précédentes donneront les valeurs de 
X et de X’. En continuant ainsi, on aura les valeurs de w et de w, 

’ » r r! « . I: 
et par conséquent celle de »® développée suivant les puissances de à 
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4 | MÉCANIQUE CÉLESTE, 
aura | | | 
pO — C.sin. #8. cos. (ag + €), 
Get £ étant deux constantes arbitraires qu’il faut déterminer. Pour cela, 


je suppose Ê — = 7 étant la demi-circonférence dont le rayon est l’u- 


SO) 23e . . | TRECER I 
nité : j'observe ensuite que si l’on néglige les termes de l’ordre -, on 


L 


a ai +; on a donc alors 
MONDE ET 
p= C. cos. + +):3 et. 
On voit par l’équation (1) que À étant impair, et 0 étant e la valeur 


de p® est nulle; on a donce=—+##, et par conséquent on a, quel 
que soit D, 


p® = C.sin. * 0,cos. LG + D6 . L 
Pour déterminer la constante C, j’observe que si l’on suppose £ pair et 


, \ , . F 
égal à 2s, l'équation (1) donne, lorsque 8 — = 


le signe supérieur ayant lieu si s est pair, et l’inférieur si s est im- 
pair. On a à très peu près, par les formules connues, lorsque s est 
un grand nombre, | 
ratios.” Re 
122038 ST ,0  . V2T; 
I .2.9. . 28 — (as) CES e° V/27. 


On aura ainsi 





(D Ge 
P Te VA 2 





» 
3 


ce qui donne 


C 


I 
ns 
I . 
Vi 


L'expression générale de p® est donc 





sin, Ô 


7 . COS, {(i+2).0—17}. 





SUPPLÉMENT AU V° VOLUME. 5 


. ’ . Lx 
2. Je passe maintenant audéveloppement duradical(r-2&.cos.0a*)*, 
suivant les puissances de &. En désignant par 


ë ; 
209 + BD ,cos.0 + b® .cos. 20. Dre + 89, cos, 19 + etc. À 


le développement de ce radical, on parvient fort simplement, par l’a- 
nalyse du n° 3 du livre XV de la Mécanique céleste, à cette expression 


«) 
de 2°”, 





po = Re ADR es 
5 7 Jo VG—-r).(—+#Ee)? 


qui, lorsque z est très grand, se réduit à fort peu près à 


oui 


V’æ.{—a) 





Dans le n° cité, je n’ai trouvé que le quart de cette valeur, parce 
que jai supposé par inadvertance, que la série 


ÉRPLTETES PE" 211 ; 
TRS Re {: Hate ete. 


est l'expression de 28%, tandis qu’elle n’exprime que 1 b®, comme il 
à D 


est facile de le voir. Il faut donc, à la page 338 du tome V de la 


Mécanique céleste, ligne 8, écrire + %, au lieu de 28%; à la page 


2 


339, ligne 4, il faut écrire = b® au lieu de 8%; ligne 10, il faut chan- 
ger _ dans = ; et ligne 12, il faut changer &’ dans 4a',et (1 =: dans 
F 
(1 — 2). 
Sur le développement des coordonnées elliptiques. 


3. L’excentricité des orbes elliptiques planétaires étant peu consi- 
dérable , on développe le plus souvent le rayon vecteur et l’anomalie 
vraie en séries ordonnées suivant ses puissances. Mais si l’excentri- 
cité , qui dans les orbes elliptiques ne surpasse jamais l'unité, en de- 
venait fort approchante ; on conçoit que les séries pourraient cesser 
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6 MECANIQUE GÉLESTE, 

d’être convergentes. Il impor te donc de connaître si parmi les va- 
leurs comprises entre zéro et l’unité, que l’excentricité peut avoir, il 
en est une au-dessus de laquelle ces séries seraient divergentes; et 
dans ce cas, de la déterminer. Prenôns pour unité le demi grand axe 
de lellipse : désignons par e son excentricité, par t l’anomalie moyenne 
comptée du périgée, et par R le rayon vecteur ; on aura par le n° 22 
du second livre de la Mécanique céleste, 


li 1e. cos .é 


2 





cos. 24 


Re COS . 31=— 3. COS. 1) 


eee.) 


er . re (5° .Cos.5t—5.3.cos. 34474 cos. t) 


EE 7 F. = (6 .cos.6t— 6.4#.cos. 4H, cos. 21) 
— eic. 


Le terme général de cette expression est 


& is, cos. it— i.(i— 2)*. cos. (i— 2) 


de ts = (i— 44. cos. (i—4)4 


ii ne = 
He cos. (2— 6)£ 


+ etc. 
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la série étant continuée jusqu'à ce que l’on arrive à un facteur 
(ë — 2r)—* dans lequel à — 2r soit négatif. Si l'on fait £ égal à un 
angle droit, ce terme devient nul lorsque z est impair; et dans le 
cas de £ pair, il devient , abstraction faite du signe, égal à 


e! 


= LE CDS er (E—4) Y-acete. |; (a) 














et il est alors le plus grand possible. Déterminonssa.valeur,, lorsque 2 
est un très grand nombre. 


SUPPLÉMENT AU V° VOLUME. 


Il est facile de voir que les termes de la série 


4 


L.i— 1 


ds HE (ia) HE (if) ete; (a 


vont d’abord en croissant, et es ont un "aximum après lequel ils 
diminuent. À ce maximüm, deux termes consécutifs sont à très peu 
près égaux. Soit 


Li—1.i—2.. TI . 
Te 
HA Grrer 





le terme maximum. Le terme qui le précède, sera 





L.1—I], Peso 


A 27 + 3 i-2, 
1.2.3...7 1 a ) ? 
en égalant donc ces deux termes, on aura 


x ae 





.(i— 2r) = (t—orh+o). 


Cette équation donne la valeur de r, et par conséquent, le rang que 


le terme le plus grand oceupe dans la série. Si l’on prend les logarithmes 
des deux membres, on a 


log. Le —— = (i — 2).log. (: +); 


O 





u 
log. (= + )= (2) og, (1 + 2); (6) 
r O Ir = 9° 
or on à ; lorsque z et r sont de très grands nembres, 


I 1 


log. es ES Re ETC. ; 


i—r ir 2,(2— r)° 


3 2 


log, C À — Sn > am CA — (G—27 —— elc. ; 


; à ; TER I 
l'équation (b) deviendra donc, en ae les termes de l’ordre - 


1? 
ZT y 
* log (= : 
D° il 217? 


” ai 
Z—— y PART me 





ce qui donne 


r 


c étant le nombre dont le_ logarithme: hyperbolique est l'unité. En 
faisant r = wi, on aura 
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= ci ; (c) 





si l’on nomme p le terme maximum 


Lil... .i—7+ 1 
152 38€ 





(i— or); 


le terme qui en est éloigné du rang é, sera 





ir ir 1... rt (ST 
rH1. rH2.. THé 
Son logarithme sera donc 


log. p + &. log.(é—r)+log (à prof 
— t. log. r — los. (: + E)— log. (1 + 2). 4e — log (: +) 


+ 1—2).log. $ ne } 


27 


in 07 





607 





En développant en séries ces logarithmes, et négligeant les termes 


I 
de l’ordre = ON aura 


log. p + £. log. (—)— ŒH2%3... Hi) Fee 


Len 


a An 2). + ar.‘ (à ER | 


Par la nature de r, on a à très peu près, par ce qui précède, 











i— I 2 2 : 
log. ( r à re ( GE de esse er 4 
la fonction précédente deviendra donc 
(5 —2).26. (+ 1) 
log.p—(1+2+43...Heé). Érees CG har) 5: 


- . . , I . 
En ne conservant ainsi parmi les termes de l'ordre —, que ceux qui 


sont multipliés par £*, et observant que 


| LE 
JH2-2R3...+i—= E*; 





_ mate _ .. = es _— 
LEE EE === = === = 
— 7e —— . 


SUPPLÉMENT AU V° VOLUME. 9 
cette fonction prendra la forme 
log. p — er | 


2r.b— Tr. (TE — or)? 


ce qui donne pour le terme placé à la distance £, du terme p, 


1° {° 


27.i=—7(i— 27) 


p.c 





Il est facile de s’assurer que cette même valeur a lieu à très peu pres 
pour le terme placé avant p à la même distance. Lä somme de tous ces 
termes sera la série entière (4°). On aura, comme on sait, cette somme 


à trés peu près égale à | 
AE 
27 tr. (1—27)° 
P far. C ( ) ; 
l'intégrale étant prise depuis 4=— « , jusqu’à {=  ; ce qui donne, 
par les méthodes connues, la série (a”) égale à 


à = Ve 


7 étant la circonférence dont le diamètre est l’unité. On a 
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ce 1:2.3..:2. (227) 


1:23. lmte1:2.3.. 


2222 ET 
Ce 


RS = Murs TE 
RE ES = Lu =2 =- 
En re "ET RER OS CE ME TEE ST 


La série (a) devient ainsi, ‘abstraction faite du signe, 


= LES 








+= mmr- 227 2m 
= Es m— 


i.(Gi—or), V7 FES el 


10223. mr T2 3 Er t z 2° - 


On a a très peu près, par les théorèmes connus, 





1.2,3...2—r—=(irirts.c(i—n), Var; 


12:91 Nec le V27. 
La série (a) devient donc 


vs (z— 27), ol 


rl renier, niv ar 
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ou 
ec.(1—20) 


Re D em) hp 
iV/i.(x — 20). V/27 à Er mer ; (d) 
& étant donné par l’équation (c). 


On doit observer ic1 que la valeur de donnée par cette équation 
n’est pas rigoureuse. Nous avons négligé, pour former cette équation, 


. LA I ’ 
les quantités de l’ordre -; et de plus nous avons supposé que le terme 


maximum p, était égal à celui qui le précède; ce qui n’est qu’approché. 
De là il suit que la valeur exacte de ©, est celle que donne léquation (c), 


. 1 | » . 
plus une correction de l’ordre —) que nous désignerons par?. Mais cette 


correction disparaît d’elle-même par la condition de p maximum. En 
effet, si l’on nomme D la fonction 


ec.(1 — 2%) 


20° . (1 — a)? 
et D’ cette même fonction, lorsqu'on y change © dans © + 2; on aura 
log. D —i.log.| (à Éepor e Spia tt etc.).D - 


En repassant des logarithmes aux nombres, et négligeant ensuite les 


sp 1 
quantités de l’ordre -, on‘aura 








dD 
D'— D!, c7 ‘Dao. 
On a 
AN xs 25 rie l—0 
D'dw  1—926 ET" Teue 
’ 
, . Fes Hora é Sr 
et l'équation (c) donne log. —— = ———; on a donc aux quantités 
& 1 — 24 


près de l’ordre =, D D', d’où il'est facile de conclure que, par le 


changement de © dans w +7, la formule (d) reste la même. Si la 


quantité 
ec: (1 — 2%) 


20° .(1—w) T° 


SUPPLÉMENT AU V: VOLUM£. 1H 


surpasse Puünité, la fonction (4) devient infinie, lorsque à est infini; 


l'expression du rayon vecteur devient donc alors divergente. La valeur 
de l’excentricité, déduite de l’équation 


__ 2a°.(1—0) 7? 


(1 —2%).c 
« Lé ] l: > d ] l’ + 2 . ’ . f ; 
est par conséquent la limite des valeurs de l'excentricité, qu font 
converger l'expression du rayon vecteur développé suivant les puis- 
RAD . . I . 
sances de l’excentricité. En substituant au lieu de - sa valeur 
C 
1 — 204% 
mg NT — x » | . . - 
=<) 2. donnée par l'équation (c), cette expression de e devient 
_© 
sale D f V/a,(1 — à) 
vas I—20 
L’équation (c) donne à peu près 
© —= 0,08307 ; 
d’où l’on:tire , 
e = 066105. 
L’équation précédente de la limite de l’excentricité e, donne à cette 
limite 








I 
120 = — 
ViEe” 
d’où il est facile de conclure 
1—o _ (Gi Wie), 
QT =! € 5 


l'équation (c) donnera donc 


IHVITE—e.c De (mn) 


les valeurs de e supérieures à celle que cette équation donne, rendent 
l'expression en série du rayon vecteur R, divergente lorsque £ est un 
angle droit. Pour toutes les valeurs inférieures, cette série est con- 
vergente quel que soit £’ En eflet, le terme général de l’expression 
de R développée en série ordonnée par rapport aux puissances de l’ex- 
centricité , est, comme on l’a vu, 


ei 


1:2:3:, im 1.21 
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2 


EE 
—- — 


287 


l 
| 
HUUN 
Ait 
NU © 
Un | 
\! 
JUENT 
11 ' 4 
nn! 
Ha | 
HI 
IuN | 
| il 
Win {! 1 
ll : 
Hit 
i { 
ANEU 
il 
int 
Al 
HE 
4 
! 
il 
qu 
“at 
nn 
1! 
ul 1 
Una! 
| ni! 
in | 
AAA] 
h 
til: 
il i 
IUUN 
4 | 
Ü “ 
d+ 
141 
NOT LEE 
AU UE 
{| 
LIT 
| 
M 
| 
ll 
d 
D 


À 
| 
1 
k 
4 
1} 


LEE 


—— — 
ER — 


RE — = 
=== ES 
= es CESSE 


DRE ER ESS EE LE 
CESR + 
ms — 2727 
2 ERREUR LME TIRE IT LE IN 
Le 2 runs 5 = 


Pr mr — 


. _ 


EE 


RS 
—— = —— = 
e re = EE , e 
- » 


mn 


ed SSL 
z CRE SE = L 
PE =  — —=- es . er 

DE LS _ re — te — ” 








12 MÉCANIQUE CELESTE, 


La plus grande valeur de ce terme, abstraction faite du signe , ne peut 
surpasser 


el .[: si (i— 2) ee (4) + ete. | 


1.2.3... 1 at 





On vient de voir que cette valeur, lorsque £ est infini, devient nulle 
par un facteur moindre que l’unité, élevé à la puissance £, lors- 
que l’excentricité e est au-dessous de celle qui résulte de l’équation 
aux limites; la série est donc convergente, quel que soit #. Je vais 
maintenant établir qu’alors la série de l’expression de l’anomalie vraie 
développée de la même manière, est pareillement convergente. 

4. L’anomalie excentrique étant , et » l’anomalie vraie; on a, par le 
n° 20 du second livre de la Mécanique céleste, 


t—=u—esin.u, 
R=1:—ecos.u: 
ce qui donne | 
OUR LE 
DESECR? 
or, on à, par la loi des aires proportionnelles aux temps, 
dp (V4 net 
HR RTE 
on a donc 





L — ) Vite, 


L'expression en série de 4, du n° 22 du livre cité, donne 


du 


Fo cos. 34—5, cos.t)etc. 








— ,2?,C0S. 20 


Le terme nr de cette série est 


À 
RE PRA EI [it.cos. it—5.(i—2).cos. (2) 





HET (i— 4}. cos. (i—4)t — etc. |, 


et dans aucun cas il ne peut surpasser 


el 


Ta:3 rare Le —- L(1— 2) + Li & (i—4) ete. |. 
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En suivant exactement l’analyse de l’article précédent, on trouve ce 
dernier terme égal à 
_2 (1—26) ec.(1—20©) 
Vi Var. : Fi (€) 


© étant donné par l’équation (c) de l’article précédent. 





Éd si l’on désigne par A la série 











ei’ . ‘ . 
ee LE (2) 
TS —— 5e (a — j) ete. | + etc., 


la série étant continuée jusqu’à ” = 1; il est facile de voir que l’ex- 
ionrenséries de ivserminoindreraqué le*développement'en: série 
press] DETTE x. VCI0pPP ) 


de la fonction 


2.(1—20).g'et. 
eE Var. (1—ge) ” (o) 


en désignant par g la quantité 
(1 ne 24) .C 
LP (ro) 
Car 1l est visible que le coefficient d’une puissance quelconque e’ dans 


le développement de la fonction-(o) est-positif, et qu'il est plus grand, 
abstraction faite du signe) que le SET de la même puissance, dans 





le développement de © DR be expression de ou de G) .Vr—e est 
donc moindre 
A g'e D yat 
L Ver. pa. VAE 
le développement de : 4/1 — est moindre que celui. de ——; 
le développement de L est donc moindre que celui de 
x 2, (1 — 20) .giet 
Ë se 27. oh 
— en, 


c'est-à-dire que le coefficient d’une puissance quelconque de e’ dans le 
développement de cette fonction, est positif et plus grand, abstraction 


| 
| 
| 


: = 


Eee —— marre 


DR LS me 9 
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faite du signe, que le coefficient de Jlarmême puissance dans le déve- 


d 
loppement de es 


Donnons à la fonction (p) cette forme 





A HA —De)igté 2.(1—ae)qett 
LE V/2r.(1—ge) (1 — €°) (1x — ge}.(1 — €)" 


2 





Le terme développé, en série, donne une série convergente. Car, 


1—6? 


elque grand que l’on suppose z, pourvu qu'il soit fini, A* sera com- 
queïque £ q PP P q ) 


posé d’un nombre fini determes. En désignant par me’ l’un de ces termes, 


met , , pe d AE U 
- développé en séries donnera une série convergente, e étant sup- 
—€ | 





posé moindre que l'unité. Ainsi _ donnera un nombre‘ fini de sé- 
ries convergentes, et dans leur somme le terme dépendant,de e: dé- 
viendra nul lorsque :s est infini. 
Le terme 
; 4A.(1— 20) g'é 
V27.(1—ge) (1 — 6°) 


donnera un nombre fini de termes-de fa forme 


né 


679 Ge) 


or la fraction 
I 
Gi —ge) (1—e) 


se décompose dans les trois suivantes 


q I 


I I 
RS es 


LA ÈEEE ACER MERS FERER 
2(1—9) ° 1—6 2(1 +9) Tibe I —q° : 1— qe 
Chacune d’elles développée en série, dohne une série convergente ; 
car, par la supposition , ge est moindre que lunité. On voit donc 
que le terme 7% 
4A.(1—24).g'e 
V'27.(1—ge).(1 —e) 
donne une série convergente. Pareïllement le terme 


2,.(T — 20) .g"ie*i 
(1 ge) (re) 
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donne une série convergente; comme il est facile de le voir, en décom- 
posant la fraction 
I 


(1 — ge)”.(1 — €’) 
dy 
rt développé en série ordonnée par rapport aux 
puissances, de lexcentricité, donne, par conséquent\uné: série conwer- 
gente, lorsque ge est moindre que l’unité. IL est facile d’en conclure 
que l’expression de (v — t) ainsi développée forme une série conver- 
gente ; car l'intégration de: dv "faisant aequérir* des diviseurs à ses 
termes, on voit que, quel que soit £,  — t sera moindre que 

2, (I = 20 toi 
LL " or. (1 — ge 


I — €° 


en fractions le 


qui, comme on vient de.le votr; forme-une série convergente. 

IL résulte de ce qui précède, que la condition nécessaire pour la con- 
vérgence des séries qui expriment le rayon vecteur et Panomalie vraie, 
développés suivant les puissances de, l’excentricité, est que l’excentri- 

I P ) 
cité soit moindre que 


a — 


& étant donné par l’équation 





Le 0) pr 


© 


Les deux séries sont.alors conveñgentes ; c’est:ce! qui a heuipour: toutes 
les planètes , même pour les planètes télescopiques. Les valeurs :supé- 
rieures de l’excentricité font .diverger Ja série du rayon vecteur, et 
alors il faut recourir à d’autres développemens. Tel-est le cas de la 
comète. à courte périodes, : . 

5. On développe encore les expressions de l’anomalie vraie. et du 
rayon vecteur, suivant les sinus et cosinus multiples de l’anomalie 
moyenne. Soit alors 


p —=t + a), sin. é + 40) sin. 26... 40, çin. 16} etc. 


a) 'a%), etc.; étant des fonctions de l’excentricité. On peut facile- 
ment démontrer que la série est toujours convergente. En effet, 


EE 
LRSTEE EME = Tr = 


RE  —— 
= + == == 








16 MÉCANIQUE CÉLESTE, 


on a 
fC— t).dt.sin.it—=r.a®, 


l'intégrale étant prise depuis # nul, jusqu’à £ égale 27. Or, on a dans 
ces limites , en intégrant par parties, | 

ee I dy a 1 ee dd. 

dt,(o—t).sim. it=>. [de (— 1 ). cos. =. [di Sin. I. re ; 


on aura donc 





CD — me = + fdt.sin. PR 





7 dt?° 
l'équation 
dy _Vi—e 
AÉSESS ER 
donne 
ddy —… 2, VASE e dR 
fr TR à * dé: 


» 7 1° A , dR dR ee 
Au péribélie et à laphélie, — est nul : HE dt.est positif, en allant du 


premier de ces points au second ; et négatif, du second au premier. Soit 

k sa plus grande valeur positive; — # sera sa plus grande valeur népa- 

tive. En supposant donc que les valeurs de sin. £t soient positives et 

égales à l’unité, depuis le périhélie jusqu’à l’aphélie, et négatives et 

égales à — 1, depuis l’aphélie jusqu’an périhélie; on voit que linté- 
dR 


grale f dt sin. tt. < prise depuis le périhélie jusqu’à l’aphélie, sera moin- 


dre, abstraction faite du signe, que 2k7r. De là il suit que a@ , abstrac- 
üon faite du signe, est moindre que 


4T.E. Vie 





F 
Ce terme devient nul, lorsque à est infini. De plus, la série de l’ex- 
pression précédente de », à partir de £ supposé très grand, est moindre 
que 


4r.k. Vi—e. 
3 


quantité qui devient nulle , lorsque z est infini. Cette série est donc 
convergente. 
Considérons de la même manière l'expression de R développée dans 
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une série ordonnée par rapport aux cosinus de £ et de ses multiples. 
Soit 
R = 80) 2 20), cos. t. .. + 09, cos. 1é etc. 


on aura 


00= fRde. cos. il 
l’intécrale étant prise depuis # nul jusqu’à £ égal.à 24; ce qui donne 
0 prise depuis # nul jusqu’à £ égal. à ice. q 
CESSER S Pre ann 
7. 00 = & . fdt.cos. it. a 


Les formules du mouvement-elliptique donnent 


ddk == T2 — R 
des ST RS | 


Cette dernière quantité est toujours négative. Désignons par — # son 
maximum, et supposons cos.zi£ égal à l’umité; on aura, abstraction 


faite du.signe, 70® 





pression de R est convergente. 

On peut, en suivant la méthode exposée dans le n° précédent, déter- 
minet la valeur approchée de 8%, lorsque z est un grand nombre. Pour 
cela j'observe que l’expression de R développée en série par rapport 
aux puissances de l’excentricité, et que nous avons rapportée dans l’ar- 
ticle premier, donne 


US HR none É iL2 2e + 4 (y 
"RS PARTS re 1.51 1.2.28H 1.22 N\2 


non (9 +ue] 


Le terme général de cette me est 























1e \2r 
CALE GE ar): 
2 — =, —" 
12:30 M2. 1.2.3...7.iH1:2+2...17r 


Si l’on observe que 7 étant un très grand nombre, on a à fort peu 
près 
Je 203e Tete 2e Dee TT For RTS CT ÉTAT, 27; 


on peut donner à ce terme, la forme 


a 
= = == 
L 272 

dx y 


Enr 


Ta sms et 


| 
| 
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el.ci à ?.(+2r) e1.c je 
2i,r.(itr}). Vrai tr Er 4r.itr 
quantité qui devient nulle, lorsque r est infini. La série de l’expression 
de #® est donc convergente. 
Pour avoir sa valeur approchée , je considère la série 


+ OX Oui e 


dont le terme net est 
, er 
(ir). (=) 


1.2.3...7.iH1,1#H2.,.1+7r 


On aura, par la méthode exposée dans Particle premier, la somme 

de cette série, fort approchée lorsque z est un très grand nombre. Nom- 

mons p le terme précédent, et supposons qu'il soit le plus grand des 

termes de la série, Pour avoir le rang qu’il y occupe, on l’égalera, sui- 
vant la méthode citée, au terme qui le précède; ce qui donne 




















(ior—02).r.itr=(itor). = 
d’où lon tire à fort peu près 
i. Vie —;i 
ANT CNT 


Le terme qui suit Pi d’un rang supérieur de #, est 
it2r— (2) ) 
iLor 
THI.r +2. rat. ihrHr.itrho. : Are 
En appliquant ici l’analyse de l’article premier, il est facile de voir que 
le logarithme de ce terme est à très peu prés, 


Ces ++ 

















ei 
ge == tlog:r— 





Ds 


—t.log.z — 
| OS: Li 7 HE 


Mais on a à très peu pres 


log.(r.i+r) 2 los. — 
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en ne conservant donc, conformément à la méthode citée, parmi les 


I ù NAT 
termes de l’ordre -, que ceux qui sont multipliés par #, et observant 

















que 
Li 
125... pi TS; 
le logarithme du terme placé à la distance £ du terme maximum sera 
- P 
log tort 
27.t+r 2 
ce terme sera donc 
z + or. 
PeC or.ibr 


Il est facile de voir que ce sera aussi l'expression du terme qui pré- 
cède p, du même intervalle #4. La somme de la série (m) sera donc 


à tres peu près 
f (ibor).# 
D : dt.c or.i+r ? 


l'intégrale étant prise depuis = — 00 jusqu’à {= © ; ce qui donne cette 


somme égale à 
p. V27. LEE 
1H0r 


Si dans expression précédente de p, on substitue au lieu du produit 


Le2,3eeeleli. ie. ir 


sa valeur très rapprochée 




















(ri br) (Gt) .or.o tr, Vr ir 


= nn mmnanees d 
1:2.9:,1 








on aura 
1.2.3..-.2:(2-2r).cr2" 


_— — : 
or Wribr.(i+r} 
ce qui, en observant que à + 2r est égal à i, 1e, et que i + r 


est égal a 


ee 


? 


iVi+e+i 


és 


donne pour la somme de la série (m), 
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15290 52.(1 er)t oi, dV 1+e AA 
V2r.i.(V/1 LeLi) 
En changeant e* dans — e*, dans cette expression, on aura la valeur 
fort approchée de la série : 
ee es CE ei Ÿ 
; +2 (£ 2 ET Pe 2 OS 
1.1+ + 














 elc. 





—— ——— 


27e tra a Rudi iLo.it3 








Ces passages du positif au négatif, comme du réel à limaginaire, ne 
doivent être employés qu'avec une grande circonspection. Mais 1c1, 
e* étant indéterminé , on peut, les employer sans crainte. J’en ai re- 
connu d’ailleurs l'exactitude, . par une autre analyse. On a ainsi 


1 Le . 
PO TEL ete eV tee 
ae er) eme DÉTENTE VIEN) cunémmmasnnems © 
iVi.Vaor (1+HVi—e) 
Lorsque z est infini, cette valeur de 2® reste toujours infiniment petite, 
quel que soit e, pourvu qu’il n’excède pas l'unité. 


Surdle Flux et Reflux lunaire atmosphérique. 


6. J'ai donné à la fin du livre XIII de mon 7ratte de Mécanique 
céleste, la théorie du flux. et reflux: lunaire atmosphérique: J’ai conclu 
les élémens de ce phénomène, d’une longue suite d'observations du ba- 
romètre faites à l’Observatoire royal pendant sept années consécutives, 
chaque jour à neuf heures du matin, à midi ; et le soir;là trois heures et 
à neuf heures. L’ensemble de ces observations réduites par M. Bouvard 
à zéro de température ,-a donné cinquante-cmq millièmes de millimètre 
pour l'étendue entière du flux lunaire, depuis son maximum jusqu’à son 
minimum , et trois heures.dix-neuf minutes sexagésimales, pour l’heure 
de son maximum du soir, le jour de la syzygie. Mais j'ai reconnu par le 
calcul des probabilités, que cette heure, et l'existence même du phéno- 
mène sensible à Paris, n’ont qu'un faible degré de probabilité. Le sys- 
tème d’observations, suivi à l'Observatoire royal, déjà adopté dans quel- 
ques autres Observatorres, et que l’on doit désirer de voir répandu géné- 
ralement, est dû à M. Ramond qui Pa employé dans les nombreuses 
observations qu'il a faites à Clermont; chef-lieu du département ‘du 
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Puy-de-Dôme. Il l'a exposé, ainsi que les résultats qu'il en a déduits sur 
la variation diurne du baromètre, dans plusieurs mémoires lus à l’Ins- 
titut, et qui peuvent être regardés comme une des choses les plus inté- 
ressantes que l’on ait faites en Météorologie. M. Bouvard a confirmé ces 
résultats , dans ses recherches qu'il vient de perfectionner en ajoutant 
quatre années d’observations à celles des sept années qu’il avait consi- 
dérées, et en discutant avec une attention scrupuleuse, les observations 
de ces onze années, dans la réduction desquelles il a eu égard à la dila- 
tation de l’échelle du baromètre. 

Ce travail immense m'a fait reprendre ma théorie du flux lunaire at- 
mosphérique. J’ai déterminé avec un soin spécial , les facteurs par les- 
quels on doit multiplier les diverses équations de condition, pour ob- 
tenir les résultats les plus avantageux, dans lesquels Perreur moyenne 
à craindre en plus ou en moins, est un zimimum. Ces facteurs ne sont 
point ceux que donne le procédé connu sous le nom Méthode des moin- 
dres carrés ; procédé qui n’est qu'un cas particulier de la méthode la plus 
avantageuse, et dont il diffêre dans la plupart des questions où il a été 
employé. En effet, lorsqu'il s’agit, par exemple, de corriger les élémens 
elliptiques du mouvement des planètes; on forme des équations de con- 
dition, en égalant chaque longitude observée, à la longitude calculée 
par ces élémens augmentés, chacun, de sa correction. On forme ainsi 
un grand nombre d'équations de condition. Ensuite on multiplie cha- 
cune d’elles par le coefficient de la première correction, et lon ajouté 
toutes ces équations ainsi multiphées; ce qui donne une première équa- 
tion finale: En opérant de la même manière, relativement à la seconde 
correction , à la troisième, etc., on forme autant d'équations finales, 
qu'il y a de corrections que l’on détermine en résolvant ces équations. 
Mais la longitude n’est point le résultat d’une observation directe; elle 
est déduite de deux observations faites avec des instrumens différens, 
dont l’un donne Pascension droite de l’astre, et dont l’autre donne sa 
déclinaison. La loi de probabilité des erreurs de chacun de ces instru- 
mens peut n'être pas la même : de plus ces érreurs ont, suivant la po- 
sition de l’astre, une influence différente sur la longitude. La méthode 
des moindres carrés, dont plusieurs géomètres ont donné des preuves 
très peu satisfaisantes, ne donne point ici les facteurs les plus avanta- 
geux; elle n’a plus que l’avantage d'offrir un moyen régulier de former 
les équations finales. J’ai présenté dans:le troisième Supplément à ma 
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2 2 MÉCANIQUE CÉLESTE, 
Théorie analytique des Probabilités, l'expression générale des facteurs 
les plus avantageux. | 

M. Bouvard ayant appliqué mes formules à toutes les observations 
qu’il a considérées, en a conclu que l'étendue entière du flux lunaire 
est de dix-huit millièmes de millimètre, et que l'heure du plein flux 
lunaire , le soir du jour de la syzygie, est deux heures huit minutes. Ces 
nouveaux résultats sont différens des premiers ; mais quoiqu'ils soient 
fondés sur 298 syzygies et autant de quadratures, dans chacune des- 
quelles on a considéré le second et le premier jour avant la phase, le 
jour même de la phase et les deux jours suivans, ils n’ont cependant 
qu’un faible degré de probabilité; en sorte que l’on doit jusqu'ici re- 
garder comme incertaine, l’existence sensible à Paris, du flux lunaire 
atmosphérique. Le même nombre d’observations faites avec le même 
soin à l’équateur, et discuté de la même manière, indiquerait ce phé- 
nomène avec une grande probabilité. Il est vraisemblable que de pa- 
reilles observations faites dans un port où les marées sont très grandes, 
tel que celui de Saint-Malo, manifesteraient le flux atmosphérique pro- 
duit par lélévation et par la dépression de l’atmosphère, due à l’élé- 
vation et à la dépression alternatives de la surface de la mer. 

M. Ramond a remarqué le premier, que la variation diurne du baro- 
mètre, de neufheures du matin à trois heures du soir n’était pas la même 
dans toutes les saisons; M. Bouvard a confirmé ce résultat. Il a trouvé 
1°, la variation moyenne des trois mois de novembre , décembre et 
janvier , égale à 0,557; 2°. celle des trois mois suivans égale à 0"”,940; 
3°. celle des trois mois de mai, juin et juillel, égale à 0"”,752; 4°. celle 
des trois autres mois, égale à o"”/,802; ce qui donne 0,762 pour la va- 
riation moyenne de l’année entière. Ces différences dépendent-elles des 
anomalies du basard, ou indiquent-elles des causes régulières? c’est 
ce que le calcul des probabilités peut seul faire connaître. Il était donc 
intéressant de l’appliquer à cet objet. J’ai trouvé qu'il y a une très grande 
probabilité que des causes régulières ont produit le rinimum 0"",557 
de la variation, et son maximum 0"”,040 ; mais que les différences entre 
les variations 0",752, 0"#,802 et la moyenne, 0",762 de l’année, peu- 
vent sans invraisemblance être attribuées aux anomalies du hasard. 

Les 132 mois d'observations que M. Bouvard a discutées pour avoir la 
variation diurne du baromètre, présentent ce phénomène remarquable, 
savoir, que la variation moyenne de neuf heures du matin à trois heures 
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du soir a été positive pour chacun de ces mois. Je trouve par le calcul 
des probabilités, que ce phénomène, loin d’être extraordinaire, est & 
priori vraisemblable. 

7. Je nomme À, l'heure sexagésimale du flux et reflux lunaire atmos- 
phérique du soir, le jour de la syzygie supposée arriver à midi; cette 
heure étant convertie en arc, à raison de la circonférence pour un jour. 
Je nomme R la hauteur du baromètre au-dessus de sa hauteur moyenne, 
au moment du flux, produite par l’action de la Lune sur l’atmosphère. 


Je fais 
AR.snmA—=x: ARicos A7. 


Soient A;, A/;, A',, les hauteurs observées du baromètre, à neuf heures : 
sexagésimales du matin , à midi et à trois heures du soir, le jour #”*, à 
partir de la syzygie, & étant nul pour le jour de la syzygie, positif pour 
les jours qui le suivent , et négatif pour les jours qui le précèdent. Soient 
pareïllement B;, B°, B', les hauteurs observées du baromètre, à neuf 
heures du matin, midi et trois heures du soir, le jour z°"° à partir de la 
quadrature. Je suis parvenu dans le chapitre VII du livre XIII de la 
Mécanique céleste, aux deux équations suivantes 


x. cos 25q + y .sin 219 =E, |) 


Ÿ COS 219 — X,Sin 217 —F, |? 


(O) 


dans lesquelles g est le moyen mouvement synodique de la Lune dans 
un jour ; et l’on a 
4 Je | ER 
E,= A; — A+ B, — B'; 
th / 1 / 1/ I 

F,=(21'; — À; — À à— 21 + B, + B ) (+): 

les équations (O0) donnent 
x = E,.cos 2iq — F,.sin 219;  (u) 

on peut former autant d’équations semblables qu'il y a de syzygies, et 
que z a de valeurs. En nommant donc 7 le nombre de syzygies, 7 étant 
un grand nombre ; en nommant s’ le nombre des valeurs de z; on aura 
ns! valeurs de x , d’où il faut conclure la valeur la plus avantageuse, 
c’est-à-dire celle dans laquelle Perreur moyenne à craindre en plus ou 
en moins est la plus petite. 


On.doit pour cela multiplier chacune des 75’ équations que repré- 
sente l’équation (4) par un facteur convenable. Jai fait voir (page 32 
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du troisième Supplément à ma Théorie analytique des Probabilités), que 
si lon a-entre les élémens x; y, z, etc., un grand nombre d’équations 
de condition représentées par la suivante, 


10, x + pO.7 + q9. 3 L etc. 
—= a + m9, 90 2 70, 20 LE 70, J\pO LL etc. : (:) 


le facteur le plus avantageux par lequel cette équation doit être multi- 
pliée, est 
I 


£' ra 
—- m2 +È NÉE — ,74)2 + etc. 








k, K!,%, K', ete.; sets des lois de probabilité des erreurs 
7%, AO, etc.; de la manière suivante, Si @(7%) est la loi de probabilité 
de l'erreur y®, cette loi étant supposée la même pour les erreurs posi- 
tives et pour les erreurs négatives, on a 


= 0.000); K'=fd0.7%.000), 


les intégrales étant -prises depuis zéro jusqu’à infini ; pareillement 
si LOG) est la loi de probabilité des erreurs ©, on a 


k = 2fd00 400); = [420,708 (10); 


et ainsi du reste, Dans la question présente, 30, A®, ete., sont les erreurs 
des observations désignées par les lettres AG, A/0, AG , B©, etc., ob- 
servations qui se rapportent au #" jour depuis la sine syzygie. + loi 
des erreurs des observations étant supposée la même pour toutes ces 
observations , on aura 


= k=Rk, etc; k— K", etc. ; 
le facteur précédent deviendra donc 


I 





£" 
7- (nEX LE 76) LE 70) L etc.) 


En désignant par 7%, A9, 40, 3,9, 1,0, JO les erreurs des observa- 


tions A, A9, AO, BO, B%, B'O: et par m6, »/0, @, relativement 
aux trois dernières de ces observations, ce que représentent nr, 7@, r@, 
relativement aux trois premières ; on aura 
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mè—= — COS 217 (: + sin 214 ; 
É n® = — (1 + ).sin. 257; 
rO — cos. ag (x —. )sin. 21q ; 
MO = — m9; RO n0, 70 —=— 70); 


le facteur précédent devient ainsi, 


I 


er {1 + 2,324 .sin° jai}. 


En réunissant toutes les valeurs de x, multipliées par ce facteur, on 
aura 


S.E0) S.F;C 
——— —— té 1 — — !? 
ht COS 214. : sin 2 ig. AVR 
1H2,324.sing 142,324 .sin°.2ig 


ième 


EQ et FO étant les valeurs de E, et de F, relatives à la s syZygie 
et à la s“"° quadrature à laquelle on la compare. Le signe S indiquant 


la somme des quantités qu’il précède, pour toutes les syzygies dont le 
S.E;() S.F;C) | 

nombre est 2; —— et —— seront donc les moyennes des valeurs 

de E® et F®, moyennes que Von obtiendra en substituant dans les 

expressions de E, et de F,, au lieu de A;, A, A", B,, etc., leurs va- 

leurs moyennes. L’équation précédente deviendra ainsi, 


x slt + COS 21q — Fi.sin2ig | 
1—+2,324.sin sin?.2i9 1 +2,324 .sin° .2iq 


cette équation produit autant d'équations que ë a de valeurs. Si lon 
réunit ces équations, On aura 





72 = LEE (= .COs 217 — Fi. sin 2iq 


“1+2,324.sin.2ig 1 2,324.sin°.2iq 


le signe Z exprimant la somme des valeurs du terme qu’il précède, on 
aura ainsi pour la valeur de x la plus avantageuse, 

se 2iq — Fj.sin 2iq 

"\ 1+2,324.sin°.21q 


#4 t ee D ——————— ——  —— — ———" ———————— — —— © 
I : 


FT Ha. daf:sine. 2 
Les équations (0) donnent 
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= Fi. cos 21q + E,.sin 219; 


on aura donc la valeur de y la plus avantageuse, en changeant dans 
l'expression précédente de x, cos 219 dans sin 219, et sin 219 dans 
— cos 2iq ; ce qui donne 


$ (Ce + F;. cos 21q 
"V 1+42,3824.cos°.21q 


TEE ï 


me a vu un 
1 + 2,324.Cos°.21q 
M. Bouvard a conclu de ces formules 


LT =—=.0,031798 ,  Ÿ:—10,019934, 


et l’étendue entière 2R du flux lunaire atmosphérique, égale à 0,01763. 

8. Je vais présentement déterminer da loi de probabilité des erreurs 
de ces deux valeurs de x et de y. Irésulte des formules que jai don- 
nées dans ma Théorie analytique des Probabilités, que si y, À, d\, etc., 
sont des erreurs indépendantes, maïs assujetties à la même loi de pro- 
babilité ; la probabilité que l'erreur de la fonction 


my + nÀ + rd\ + etc. 


sera égale à une quantité quelconque /, est proportionnelle à l’expo- 


nentielle 
— £l 


46 .H 
c 2 
H étant la somme des carrés de m, n, r, et c étant le nombre dont le 
logarithme hyperbolique est Punité. Si dans la valeur précédente de x, 
on désigne par y, d', À, les erreurs des observations AG, A0, A"; 
il est facile de voir que les coefliciens de ces erreurs sont 


I te - I 
( + —) (sin 259 — cos ne MS REV TE ; 
UT ue OPEN VAT AE 2: le ai Meua Fe nt 7 
n'Esr + 2,324.sin°.217 
ï Re De el PR 
—2( +) PRES + 2,324 .sin°.2ig 
T 
PÈ* 12,824 .sim 217 
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( re ) En DHENCRELTE 1 +2 Re ‘sin° ,2iq 


I 
1+2,324.sin° 2;9 


n. 2 


La somme des carrés de ces coefliciens, est 


I 
Q Re D RS AD | QC One en Mae 


1+2,324.sin°.21q AC 1 Ÿ; 
2. BEST PE ? 
12,324 .sin°.214q 


La somme des carrés des coefhciens des erreurs des observations B, 
B', B" est égale à la précédente. En ajoutant donc ces deux sommes, 
on aura 
I I 
° 142,324.5in°.2iq Se (z “hs Er ) 
"V1 +#2,324.sin°.2ig 








Chaque syzygie fournit une quantité semblable; la somme de toutes 
ces quantités sera donc, pour les z syzygies, la quantité précédente 
multipliée par le nombre % des syzygies. Cette somme sera donc rela- 
tivement à toutes les syzygies, et relativement à toutes les valeurs de à, 
c’est-à-dire relativement à toutes les observations, 


4 


I 


D ————  — — ————. 
1 42,324 . sin”.25g 


Ainsi la probabilité que Z sera l’erreur de x, peut être supposée égale à 


—H,n 5 1 
k! "" " 1+92,324.sin2.2iq 
6. LÉ ? + 
H.c = Æ 2 


H étant une constante qu'il faut déterminer. Pour cela, j’observe que si 
l’on intègre cette différentielle depuis /=—, jusqu’à {= , l’in- 
tégrale doit être l’unité, puisqu'il est certain que la valeur de Z'est com- 
prise dans ces limites ; en faisant donc 


rate n& s I À 
OTA6., EU 7 1 2,324 sin°.219” 
on doit avoir 
C7 — 3 [2 
H hs Sr. 





| 
| 
| 
| 
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Mais on a, par un théorème connu, 


JÉ . gdl cr VX, 


# étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité ; on a donc - 


= 


Va 


Ainsi la probabilité que l'erreur de la valeur de x sera comprise dans des 


=: fgdl.e*”, 


l'intégrale étant prise dans ces limites. 


On trouve de la même manière que la probabilité que l'erreur de la 
valeur de y sera comprise dans les limites données, est 


- Jifnites données, est 


I 


Vr. 


l'intégrale étant prise dans ces limites, et g”* étant égal à 


Je lee”, 


RS : 
16.8" ‘12,324.cos°.2iq 


Il faut maintenant déterminer par les observations, la valeur numé- 
a. k . 1 . . \ 
rique de ,.. Pour cela, J'observe que par ma théorie analytique des pro- 


babilités, si l’on nomnmie e la somme des carrés des differences des varia- 
tions journalières de neuf heures du matin à trois heures du soir, d’un 


grand nombre s de jours à leur variation moyenne, on a, avec une très 
grande vraisemblance, 


ce. qui donne 


—_ 


RE Ce 
£ . , . : - , . 
Le calcul de ,, devient pénible, lorsque s est très considérable ; mais on 


peut le simplifier de la manière suivante : 
Je concçois le nombre s de jours partagé en groupes de jours, par 
exemple, dans un nombre # de mois moyens; et je suppose s assez grand, 


F 
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pour que £ soit lui-même un grand nombre. Je désigne par k et EL re- 
lativement à ces mois , ce que j'ai nommé # et #” relativement aux jours. 
Soit encore E la somme des carrés des différences des erreurs des varia- 
tions moyennes de chacun de ces moïs, à la variation moyenne de tous 
ces mois. On aura par ce qui précède 

| 


21 


= 


=! 


rs 
= 


. Mais la probabilité de l'erreur w de la variation moyenne de tous ces 
jours, ou de tous ces mois, est par la théorie citée proportiopnelle 
à l’exponentielle 

—su* 

Ve 


C 


Elle est encore proportionnelle à l’exponentielle 


— ju12 





HR 


TN D 

Le calcul de E est beaucoup plus simple que celui de e, et c’est ainsi que 
pe £ ’ ’ , . ’ . 

la valeur numérique de >; a été détermmée. Il ÿ avait pour cela, quel- 


ques précautions à prendre. La variation diurne du baromètre n’est pas 
la même à Paris, dans tous les mois; elle est La plus petite dans ceux 
de novembre, décembre et janvier, et la plus grande dans les trois mois 
suivans. Dans les six autres mois, elle diffère peu de la variation moyenne 
de l’année. Il y a donc des causes régulières de’ces phénomènes, et que 
l’on ne doit pas confondre avec les causes irrégulières de la variation 
diurne. Les causes régulières agissant de la même manière sur la va- 
riation diurne des syzygies et sur celle des quadratures, elles n’influent 
point sur les valeurs de x et de y, qui ne dépendent que des différences 
de ces variations, les valeurs de E; et de F, ne dépendent que de ces diffé- 
rences. Il faut donc pour avoir la Loi de probabilité des erreurs dont ces 
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valeurs sont susceptibles, ne considérer que les variations diurnes dé- 
pendantes des seules.causes irrégulières, et qui paraissent être celles des 
mois de mai, juin, juillet, août, septembre et octobre;, ce sont celles 


À é k Se 
dont on a fait usage pour avoir la valeur de pr. On: a trouvé ainsi, eu 


prenant le millimètre carré pour unité, £ = 2,565: 18; d’où Pon tire 


. — #,0,42884. 


On a ensuite 
I 


DÉFENSE 


—= 3,20607., 


I 


2 pa: onag ee 97904: 


Pour déterminer le flux lunaire, j’observe que l’on a 2= 208, d’où 

l’on tire 
g* = 3,29667.208.0,42884.7, 
£ 8° — 1,970904.208.0,42884.2+, 
et, en supposant que la valeur de æ soit le résultat des causes acciden- 
telles, la probabilité qu’elle sera comprise dans les limites Æ 0,031758, 
sera 
fgdl.cT8 1e 
ess. 

l'intégrale étant prise relativement à /, dans ces mêmes limites. On 
trouve, au moyen des données précédentes, 0,3617 pour cette pro- 
babilité. Si cette probabilité était fort approchante de l’unité , elle in- 
diquerait avec une grande vraisemblance, que la valeur de x n’est pas 
due aux seulés anomalies du hasard, et qu’elle esten partie l’effet d’une 
cause constante qui ne peut être que l’action de la lune sur l'atmosphère. 
Mais la différence considérable entre cette probabilité et la certitude 
représentée par unité montre que, malgré le très grand nombre d’ob- 
servationsemployées, cette action n’est indiquée qu'avec une faible vrai- 
semblance ; en sorte que l’on peut regarder son existence sensible à 
Paris, comme incertaine, La valeur de y, considérée de la même ma- 
nière, donne encore plus d'incertitude sur cette existence. 

9. Je vais soumettre aw calcul des: probabilités, quelques singula- 
rités que la variation diurne du baromètre a présentées à M. Bouvard. 
Ce savant astronome a trouvé par onze années d’observations baromé- 
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triques faites tous les jours à neuf heures du matin et à trois heures du 
soir, que la variation moyenne diurne du baromètre dans cet intervalle 
a été 0"*,557 pour les trois mois de novembre, décembre et janvier ; 

0"”,940 pour les trois mois de février, mars.et avril; 0,752 pour les 
trois mois de mai, juin et juillet; enfin, 0"”,789 pour les trois mois 
d'août, septembre et octobre. Il a trouvé 0"”,802 pour la variation 
moyenne de l’année. Déterminons la probabilité des différences de ces 
variations en les supposant dues aux anomalies du hasard. 

Si l’on nomme 4 l'erreur de la variation conclue par une moyenne de 
onze années ou de cent trente-deux mois; la probabilité de cette erreur 
sera proportionnelle à 





— 132.k 
——.us 
= Al 
2? 

comme il est facile de s’en assurer par le n° 20 du second livre de ma 
Théorie analytique des Probabilités. Pareillement si l’on nomme w/ l’er- 
reur de la variation conclue par une moyenne des mois de février, mars 
et avril, pendant onze années ; la probabilité de z’ sera proportion- 
nelle à 


Ja probabilité de l'existence simultanée de x'et t de u' sera donc propor- 
tionnelle à 


ke 


— 33. . ({u2 + u/2) 


| C 4kT 


Soit w = u#+3; la probabilité.de l'existence simultanée de et de z sera 
ainsi proportionnelle à 


BAL CAY 4] 


En multipliant cette exponentielle par du et intégrant le produit depuis 
U——@, jusqu'à 4— ©, Oh aura une quantité proportionnelle à la 
probabilité de la valeur de 3 correspondante à l’ensemble de toutes les 
valeurs de z; et cette exponentielle sera proportionnelle à 


tte mrnmg te 
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En faisant donc 


la probabilité que la-valeur de 3 sera comprise dans des limites don- 
nées, est 

fhds.c 
pre 
l'intégrale étant prise dans ces limites. Par les observations précédentes, 
,940 —0"",763 ou à 0,197; ainsi la probabilité que 
“177, est 


dic © 
PA SEL 
Vs 
On a par le n° 44 de ma Théorie analytique des probabilités, 





mil 


z est égalà o 
z est au-dessous de o 


I 


(ee) 


JL dt." 
T cT Ta 


+ 221 1.3 1.3.5 
VRP CRUE CRT re LE ete. ); 





et la série a l'avantage de donner une valeur alternativement plus 
grande et plus petite, suivant que l’on s'arrête à un nombre pair ou 
impair de ses termes. 


I 123 


ALT - ARS ee AS POELE 3 } : 
Si l’on fait D =; la série 1 Tr vc, peut être mise 





sous la forme suivante, de fraction continue 


I 


a ——— 


1 +g 











Ici l’on a 





T=o,177.h; h= 33. — Le 


et l’on a par le n° précédent 
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k FE us ë En PS Eine 
on a donc 


H°2=10,197) 2412 0092: 


c’est le logarithme hyperbolique de eT*, et pour avoir le logarithme ta- 
bulaire de cette exponentielle, il faut le multiplier par 0,434294. On 
trouvera ainsi à fort peu près 


pe) 
dt.c"? 

dk 

Vr 

en retranchant ce nombre de l’unité , on aura la probabilité que l’excès 
de la variation diurne observée pendant les trois mois de février, mars 
et avril, et pendant onze années, sur la variation moyenne des onze 
années, serait moindre que 0"",177, s’il était dû aux simples anomalies 


du hasard. L’excès observé indique donc avec une extrême vraisem- 
blance une cause constante, qui augmente à Paris, la variation diurne 


— 0©,00000158 15 ; 


du baromètre, pendant les trois mois cités. 

On trouve de la même manière que l'excès 0"",205, de la variation 
moyenne de l’année, sur la variation moÿenne des trois mois de no- 
vembre , décembre et janvier, indique avec une vraisemblance encore 
plus grande, une cause constante, qui diminue la variation diurne 
pendant ces mois. 

Enfin on trouve que les différences observées entre la variation 
moyenne de l’année, et les variations moyennes, soit des troïs mois de 
mai, juin et juillet, soit des trois mois d’août, de septembre et octo- 
bre, peuvent sans invraisemblance être attribuées aux seules anomalies 
du hasard. 

Les ebservations de la variation diurne du baromètre, de neuf 
heures du matin à trois heures du soir, discutées par M. Bouvard, pré- 
sentent ce phénomène remarquable , savoir que la variation moyenne 
de chacun des cent trente-deux mois qu’il a considérés, a été positive. 
Pour apprécier la probabilité de ce phénomène, je supposerai que la 
variation moyenne des trois mois de novembre, décembre et janvier, 
serait, indépendamment des anomalies du ‘hasard , -et par leffet des 
seules causes régulières, celle que M. Bouvard a conclue de onze an- 


5 
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nées d'observations, savoir 0", 55. Je ferai une supposition semblable re- 
lativement à la variation des trois mois suivans, février , mars et avril, 
et qui a été trouvée de 0"”,940. Enfin je supposerai que la variation 
moyenne des six autres mois, qui ne parait être soumise qu'à l’action 
des causes accidentelles , est celle que l’on a trouvée pour l’année en- 
tière, savoir 0,762. Cela posé, si l’on nomme 4 l'erreur de la varia- 
tion d’un mois, due aux seules causes accidentelles ; la probabilité de 


cette erreur sera par ce qui précède, proportionnelle à Cr APS Yo 


il est facile de conclure que la probabilité que z ne sera pas au-dessous 
mil 


de 0"”,557 sera 


fdtscz'° 
Vs ? 


2==1410009.0, 


I 


en supposant 


et l'intégrale étant prise depuis £— 0,557 . V/12,8652 jusqu’à t = . 
La probabilité qu'aucun des trois mois de novembre, décembre et 
janvier n’aura de variation négative, ou que l'erreur négative de u n’at- 
teimdra jamais — 0"”,557, sera 
] 12229 
(déc "\ 
PE 
F 


et celle que le même résultat aura lieu pendant onze années sera 


( HE) 
= ——— : + 
Vr 


On trouvera de la même manière que la probabilité semblable relative 
aux trois mois de février , mars et avril est 


(: BS ES 
Vx 
l'intégrale étant prise depuis £=— 0,940 . V/12,8652 jusqu'à é=— ©. 

Enfin on trouvera que la probabilité semblable relative aux six autres 


dé. c712\66 
Cale DE 
l'intégrale étant prise depuis = 0,562 . V/12,8652 jusqu'à = « . 
Le produit de ces trois probabilités est la probabilité du phénomène 








2 


mois est 
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observé, que l’on trouvera ainsi à peu près égale à 0,9; en sorte que, 
loin de présenter une chose invraisemblable, il est lui-même vraisem- 
blable. 

J’ai supposé dans tous ces résultats tous les mois égaux et de 30 jours. 
On leur donnerait plus d’exactitude en ÿ introduisant linépalité des 
mois, ce qui n’a d’autre difficulté que la longueur du calcul. Mais comme 
1l sufht que ces résultats soient approchés pour que nos conclusions 
soient justes, soit relativement à l’existence des causes régulières qui 
produisent le maximum et le minimum de la variation, soit relative- 
ment à la vraisemblance du phénomène suivant lequel tous les 132 mois 
ont donné une variation diurne positive, on peut se dispenser de ce 
calcul. 


FIN. 
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